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1 exlst'd‘de].'r m;.nssea a\m;tl ndm.brc de ['rmes dc -
thémauques dyant pour objet apécul de prep'trer Jes
jeunes mau: e;amens (P«dmsslbn@ux eqoiea du ‘gou -
vernm'cljaqua année, il en pamit‘de mqvepnx cl,
cela ne deit pas sarprendre.,- quand on sdit que les ex:-
gences des prqgra.mes d’examen vonl toujours en aug-
men(anl Celte rmhte__ ‘effort: de Ia part des auteurs
toump. ii’mlm a;n prnﬁl“ de a science, et surtout du
perﬂeaﬁgmment des nmes et des procédés propres &

&ﬂnnugeu'q,,,ﬁg nest ‘IW FYenvie puérile d'a-

]outer g: nouveat lwre a gdux qui sont déja faits, qui
nq&a dﬂmm&-n nounenupet de la rédaction et de la

: '_‘pwluuod d'un b@m r&e mall:emannea a l'usage des

mitdals‘ aux dnﬁ‘érar&es écoles spéciales. C'est. le désir

suivre e, retwr, toutes les. connaissances actuéllement
exigées, e e lesm mmﬁ.e*&z la,mm&re }a plus

‘propre 4 les faire coin rendre. Pour cela, nous avons mis
i conwhuhﬁlgsﬁmignn_es %Jea mwrelféa lradmom de

7ln sqﬁch, dmnnnl‘\w@urs la piélérence a celles qui

'eresdbﬂispaer “dans lordre le plus facile a
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I PREFACE.

font le mldua apércevoir le llen qui em.h.um les vérités
les unes ux autres.

Notre.odvrage ne comprendi: ‘flil-stl.ll‘glli! que la séric
des sciences exacies qui compose I'ensemble des connais-
sinces gg"on nomme maintenant mulhéﬁmﬁques. el qui
précédent Uenitrée a I'école polylechnique. Ainsi, Panalyse
infinitésimale, le calcul différentiel, le calcul intégral, ...
n'entrent point dans notre plan, non plus que Ja statique.
partic de la science que M. _Poinsot a irmlee a fond
par la théorie des couples duut-ll est ‘l'lnvmteur et que
MM. Gerono et Reynaud onl presentee d’ nne maniére (II..Il
ne laisse nﬁ%m en ce qui concerne: ihﬁ;me de
l.eqmlfbrc . "considérée mﬂependdmment' dc cdﬁ: “des

conf]es SR 1 F3s mmm W

La direction d‘!sw %aolybed:mi[utzs {omte i
W'20l¥ES traviiux , nous o déterminé ‘&cmmm
de cerﬁlmeé parties du W‘Fﬁ%w pubhons A des
collégues avee lesquels nous avions une m%n
fraternité et une grande conformité d'idées; ce qui as-
sure Punité de Touvrage. Ainsi, Palgébre 4 été rédigéc
par M. Lorélut; professeur au W”&m&fas --Eg'ﬁn
de Vouvrage avait dailleurs é1é discuté avec M. Gerono
“aiquel nous nous plaisons a témoigner ici la plus grande

re&buﬁ?ﬂsance ‘pou} “es ctmieﬂu cons&lnta' qu!ﬁ ﬁqus By 4

ﬁﬁm o S ) .{; o

Nous qoul‘kﬁ’nns que aﬂuelqugsdheopﬁml présen-
tées o't tine ‘mamdiére T parmsse ;.lmplc nous. e tlmnn;




mﬂ- vii
au souvenir des lecons de M. lo&y; nolre ancien pro-
fesseur au eol‘lége (lnrlemape ‘et notre ami.

On trouvera- dans les notes les définitions ordinaires ,
mais que nous nadoptnns pas. Le texte en pelit caractére
poutra étre passé & une preuuére lecture. Une grande
partie des applications -a é1é rédigée ou veriﬁ& par
M, Merpaut, & qui nous devons un travail nouveau,
compris dans les n"'103 a'106.

Les raisons qui nous ont porté h commencer Farithmé-
tique comme nous l'avons fait, sout indiquées d'une
maniére compléte dans un trés- - remarquable article de
M. Gerono ("), que rious empruntons en pndeme aux
Nouvelles Annales de Mathématiques du mois de sep-
tembre 1843.

...Comment les auteurs du “Traités. d’a arithmélique

oﬂ-ig&ﬁmdmuhdgnner lmmédml:emem 'nmlpnt

» en matiére, les déﬁnmom de qwmme Qunité et de
-mmbug : '-.o =2

» Si les ulévesqlm hisent Ia premlére page. de ces ou-
. « vrages mont pas eﬂeare':nng, idée précise dn.wmbre
» eritier, s ‘ihne mt,paldqwalil&m les nolions
» de quotient, de rapport , il semble d:ﬁmle qu'ils enten-
» dent. pnd'auemmt que un nombre est lé sisuLrar.de la

» compdmuon d‘ﬁ'ne grnndem‘ a son unité; et neué-il ‘

(%) Relatif & Panalysé d'une Arithmétique élémentaire de M. Dumouchel.
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W ERRACE.
2, pas & oraindre que les personnes chargées de leur ap-

=~

» prendre, an gw.yqndc cettedélinition, ce que clest qu'un

» nombre , rie leur :mpnsent une faugue et un travail
» m“ﬂk? Shie . i< ' - N

» E’qcﬁ}e a déﬁtu"'ls nomiwp; Paueqblqse d'm:e hml-

» ﬁ'ilglz ﬂ'nnites Ncw(on le rappqu absu'au o’ une
o e

» quanlité & une autre de méme got,ece, prise. pour

> unité; olf, ce qui a'le mé‘me rapport avec f’umte

» qu'une ligne droite avec une autre ligne droite. Voici ce

» q&ﬂ#mm‘ = $5 ThE NG DRSS S

» On trouvera _peut-éu;e étr ange guE la géométr té

» puisse définir aucune des chos qu elle a potu ‘prmc;—
» paur %#%%M Faile mouvement ,
» ni les xomsezs, ni lespace ; e!eepdndunc mm cho,ges
sont celles qu'elle considére pm:cuh&remem et selon
» ‘ﬁm #:gue!lep eﬁc prend les trois dgexsgm
_.‘ nayyﬁ Mzcuxqg;,hd Au}rg@%,ﬁgg wm :
. m‘damwr nom. appa(fumm. au genre et a lespece.
» Mais on rum .wrb pas prﬂs si Uon mniqgus que ,

» cette admu‘ab!é science ne :ﬂmﬁqnt qu'aux choses
- Ie&-piu .n!nplw* mtemémeqmbtégm ga: nmd r&gne.f

Mﬁm@ﬂ& hﬂmaﬂqpsdc dﬁmm est ?W m;d'pcr-l -

»ﬁum gu‘un défdm’ parce qu'il ne vient pas de leur
W mais au wntmmde leur m‘!ﬂ!ma dm-

o'- -+
» > 2" 3 » L oY & -
‘am ----- n el - . o s

» Dans lelivre des Pensdes’; Pascal revient [ilt;siqull's
- fois sur impossibilite de définirdes nombres. Eten effel.



PREFACE. -
» que signifie la ﬂ&ﬁni.ﬂpi:;.qﬁ‘og en donue le plus ordi-
» mairement, si ce nlest’ qu'un. nombre. estun. nombre?. le
v ~demande a ceux qui Tont d&m, la-réunion dg,numnns
» ‘unités, ce quiils mtandem .u:én;sunent par ‘e mot
» 'M.nﬁsma? Et ,d‘hllleurs qu’est-ce que Tunité ? le terme
» &éwtnpqﬂwn entre Mguaqﬂﬂ!&ﬂe‘méme espéce.
»- Ainsi , én substituant Tobjet-défin a définition, on
» ‘est amené & “dire , en commencant Varithmélique : un

" ﬁombre estila réunion d'un certain nombre dé termes
» de” wmpa:w entre des quaxtitis de méme espéce.
" est peu surprenant que les Aves épmuv!nf des diffi-
. cuhés‘d bien suivre des msonnements qui commencent
» de cglmmmétﬁ *ali’én om pourquoi ils pren-
‘ﬂent*q-ndquel‘ms 'le parti de rep&er ce qu'on Tetr ensei-
ans sayoir*nu juale ceﬁﬂsdm o Lol e,

» :Aprég tmm aé!im ha nal‘lmn qne'lques auteurs
vaulam _de plus B les dnshnguer en W et con-

I

le )ugement de ceux 4 qui ui I Y nent d‘a})pmndre qu'un

s nmnBe est h'&ultat ﬂ, mmparmu'on- 3‘3%;« kran-

Lu';é son’ unité. .Qar, comment le rapport | e :Ieux
» grandau:a de-mﬂne espés&pomnnil élre Qn‘qt' j..

f [T . -
E —- — ‘_.,. ,,lr:,. -
: et 'y
('J- tllbld!"!(j_l‘i'ﬂ‘!du;nhchﬂ am ndilige , ont
.mm u,ﬁweam?u "-puumrdu f
» sont les ‘on caleule, Tis mu‘tuadm -lsm
-v?n. les pq,nnquqﬁt 1ls disent que sont cenx Ma
» quelglie objet; commie si dans 1 éoul, 2écus, 1, 2etsmﬂhuuue
w chosé que 1, !hl!‘*thw! ﬂdﬁﬂioﬂtﬂ touijhﬁlanu&;elwnw sera
nponrumuamwhmdemdm-(mc f.anyluiumlwlt)
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m!ﬂ (’) C’est une distinction eapab[e;d,égnger odpore.



_ PREFACE.
Nous transcrirons encoré ﬁrqlfaltpxes lignes de cet

article, qui serviront & expliquer pourquoi nous n’avons
pas entiérement adopté le mode tl'expmtmn qui se trouve
dnns pliisienrs avtres ouvrages.

«...On ventcamprandreious les cas dans. m:l seul énon-
cé, et prévoir ceux ot Ie.ﬂznneur dmendrauﬁacuon

naire ou bien encore incommensurable , peut - étre
méme imaginaire ; pour ma part, je n'en vois guére
la néoewté, car, en definitive, on n'opére que sur des

nombres entiers. Le reste est seulement une indication
_de calculs a effectuer. 1l est permis, sans. aucun doute,

de nommer guotient le WLdetermme par -une ou

+ plusieurs opérations diférentes de la division des en-

tiers, en aymt@mdimexw on a conservé

le nom de_guotient au résultat ainsi obtenu. Et cela

nobhge ‘en rien . A nx-t;aiﬁer une dé!inmon qmrepré-
sente ﬁdélehwnt 10!);&! de l’oparahon définie. En con-

' sxderant les opeérations de lar:thménque sous un point

devue p:{cls le rmsonnemem se simplifierait en deve-

nant pﬁibe:aa et l’expﬁcauowcomp]étedes preméms-
regles, ne res'termt pos au-dessus de l’anteﬂﬂemént des

p]&s"j'eunes eiéve‘z; 4

" Noqs Pavons dit mllem:s. cé n'est pas la rigueur des
'(Temtmafralxdns qur nous semb’fe emban'manle pour

les qmlmenqmls La simplicité du rausdimal‘ent est,

- aq coul.rmre, uhe epnséqueuoe de sa plus grande ri-

gueur. C’b qui’fseut contribuert rendre Mm}e I'expo-
Wb des Wérivés $és* pius srmp!es, c'est d’ahord cetle
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PREFACE. xI

» tendance 4 s'écarter des idées naturelles pour recher-
» cher des généralités illusoires. Clest encore la méthode
« de ceux qui, n'admettant pns les notions primitives ,
» vealent tout expliquer. todt deﬁm:‘ (") de ceux qui ne
" peuvent croire qu'un raisonpement &m complet , s'il
» n'est surchargé d’aziomes , de demandes', de lemmes |
v et de scolies. Cette méthode , empruntée i je ne sais
« quelle philosephie scolastique, est déja bien ancienne ,
» et n’a encore rien fait pour le sens commun; l! serait
» temps de I'abandonner. .

-

Nous nous mdémdﬁidﬁml’ﬁthm&upe théo-
rique en quatre livres, et a rejeter a la fin toutes les

applications. Nous eng.lgeous les lecteurs & récourir aces

applieations & mesure qu'ils ont compris les différents prin-
cipes de larithmétique. Sinous avons isolé¢ ces prineipes,
c'est que-imui_\ avons voulu mentrer aux éléves que toutes
les mathématiques s¢ déduisent d’un petit nombre de
théorémes. >

'al-réb:e est eomplelee,_d un cdLé, par lappendlce qui
la termine; d'un autre coté, par-la théorie des fractions
continues qu'on a placée a la fim de Varithmetique, ainsi
que la résolution de Feéquation exponentielle, et les loga-
rithmes considérés comme exposants.

=

*} W Il\r o a oui \omjnu[piwaqmrdm! dupliqml'llll mot par le
o mot méme. J'en sais qui ot défind a lumiére en ceute m la lumidre est
w tin monvement hxm’nmre des corps lumineuz... » ( Pasoar, Livre des
Penzées.)

1
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ARITHMETIQUE.

LIVRE PREMIER.

 NUMERATION ET OPERATIONS FONDAMENTALES
SUR LES NOMBRES ENTIERS.

1. L'idée de l'unité et celle de la pluralité sont des idées premiéres
qutup!mmmm

Pour distinguer les nombr _',wiaudmdum,pmonles
mmumm de la deux numérations -

NUMERATION PARLEE , FORMATION DES NOMBRES.

L'unité ajoutée a 'unité donne un nouveau nombre ; & ce nombre si
I'on ajoute I'unité, omforme un nombre nouveau, puis, si I'on ajoute
I'unité & ce nombre , on obtienl encore un aulre nombre, et ainsi de
suite indéfiniment. La suite des nombres est done indéfinie.

Les nombres qu’on oblient ainsi sonl enfiers.

On leur donne les noms un, deux, trois, quatre, elc. Le nom-
bre de ces mots distincls est indiqué par le nombre des doigls
des deux mains ; ces mots sonl :

Un, deux, trois, quatre, cing, six, sept, huit, neuf et dix. Le
nombre dix est considéré comme une nouvelle espice d'unité que
I'on nomme dizaine, et par suite on comple par dizaines comme on
comple par unités simples. On dit done une dizaine , deux dizaines,
trois dizaines, ele., comme on a dil une unité, deux unités, ele.

Par la méme raimu on donne a la collection de diz dizaines un
nom nouvean ; dix dizaines forment une centaine. On compte par

1
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cenlaines comme on complait par unités mmples el par dizaines. Dix
centaines l'umlenl un mille. Y, -

L’analogie conduisait & compter par mille comme on avait comple
par cenlaines, dizaines.el unilés simples: Pour limiter encore le
nombre des mots i retenir, on est convenu que l'on compterait
par mille comme on avait complé par unilés simples et de dire,
dix mille et cenl mille comme on avait dit dix et eenl; et alors on
donna i la collection de mille mille le nom nouveau million; de méme
que I'on a compté par mille et par upités simples, on comple par
million : mille millions forment un billion, mille billions forment un
trillion, mille trillions un quatrillion, ete. €e sont la loutes les con-
venlions au moyen desquelles on peut énoncer lous les nombres.

Résumons, neuf mots se reproduisent continuellement, ce sont les
mots un, deux, trois , quatre, ¢inq, six , sept, huit, neuf. Les mols
dizaines ou diz et cent se reproduisent périodiquement de trois en
trois, ainsi I'on dit : unité , dizaine ; centaine ,

unités de mille, dizaines de mille, centaines de
mille; -
unités de million, dizaines de millions, ete.

Les mots dizaine, centaine, sont des unilés de l'ordre simple, les
mille, millions, billions, sont de I'ordre ternaire. TS

Des mots dérivés du latin. remplacmt deux ,duames, trois dizai-
nes, ete. ; ce sont les mols vingt, trente, quarante, cinquante, soixante,
seplante ou soixante et dix, ocumte ouquasre-\rmsls nonante ou
quatre-vingt-dix.  ~

Mais entre deux unités ' un certain urdre se lrouvenl. toutes les
unités de Vordre inférieur : ainsi, entre denx dizaines et trois dizaines
se I.rouvml.un deux, trois, elc., umlés on dit done \mgl et un,
vingt-deux, vingt-trois, elc.

La corraption des mots latins correspondants aux mots dix et un,
dix et deux,, elc., a donné les mols onze, douze, treize, qualorze ,
quinze , seize, puis repara‘i! la dénomination naiumlle dix-sept, dix-
huit, dix-neaf.

Ainsi, avec douze mots el la lerminaison iflion , on pourrait énon-
cer tous les nombres imaginables, si I'usage n'avail pas consacré les
noms gue nous venons d'indiquer.

NUMERATION ECRITE (1),

2. Chacundes mols qui se représentent dans |'énoncé de tont nombre,

v

(1Y Yoir les recherches de- MM, Vincent et Chasles
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cest-a-dire un, deux, trois, etc.. est repﬁullé par un caraclére
que J'on nomme chiffre : ; L

"--‘Q,B.345ﬁ.789

Pour falt&ﬁpnmr aux chiffres les qualités pour ainsi dire adjec-
tives de dizaine, de centaitie, etc., probabi ement on employa d'abord
les initiales D, C, M, ele., comme dans le hbiﬁn sumnl qui ren-
l'erlne 3 nombres

MCDU

337 4% 1 :
» 48 2 - . P
697 ’

1° Trois mille cinq cents, 7 dizaines, ¥ unités; .

20 Quatre cenls, 8 dizaines, 2 unités; '

3¢ Six mille, 7 dizaines." i ;

En commencant par la gauche, parce que l'on énonce toujburs le
nombre le plus considérable d'abord ; amn les myle puis les cen-
taines, ele. -

On a da remarquer h:enun que lesqmtlales éuuem inutiles, et on
a pu établir cette eonvention :

Tout chiffre plactd la gauche @'un autre exprime une mlttd de
Lordre immédiatem enl supéricur;

Et encore, pour tonir la place des unités de certains ordres qui
manquent, on emploie le caractére 0 (zéro), quin'a point de M&l
par lui-méme.

Ainsi, les trois nombres m«im peuvent étre écrits sans lmttales
ct d'une maniére indépendante les uns des autres : »

3574 ; 482; 6070 ; ¥
Les chiffres ont donc deux valeurs, 'une absolue , I'autre relative
La considéeration des unilés de Vordre ire permet d'énoncer
un nombre d'une maniére rapide; il pour cela, de par-

tager le nombre en tranches de trois chiffres, et de donner & chaque
tranche le nom qui lui convient. La premiére tranche a droile exprime
des unités, la mndedu_mlle la troisigme des millions, ete. (1).

Ezemples : 5.347.200.632; 400006270049006.

(1) Compiex le nombre des chiffres, divisez e nombre par 3, prenez le quotient
on plus, retranchez-en 2, et terminez le reste par le mol illion, vous aurez le
nom des unités de la tranche & ganche.

fa'
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REMARQUES.

| 3. Au lieu de compter de dix en dix, on peut compler de sept en
sept, de douze en douze, de deux en deux, et alors on a le systéme
dont la base est sept, douze ondeux, au lieu d’avoir un systéme de-
cimal. Le nombre des caractéres résulle do systéme dans lequel on
compte; il y a un nombre de chiffres significatifs égal a la base du
systeme moins un, puisque le 0 n'a pas de valeur par lui-méme,
ainsi, toul nombre , excepte 1, peut servir de base d’'un systéme de
numeération ; par exemple , dans le systéme dont la base est %, on dira,
tout chiffre placé a la gauche d'un autre exprime des unités de I'ordre
immédiatement supérieur, c'est-a-dire, & fois plus grandes (1).

Les nombres que nous avons énoncés sont entiers, parce qu'ils ré-
sultent de I'assemblage d’unités enliéres; mais si l'on concoit l'unité
partagée, on obtient alors une fraction, et la réunion d’entiers avec
des fractions donne un nombre fm'.uonnun

4. Lapartie élémentaire des combinaisons usuellesque I'on peut faire
sur les nombres forme un ensemble de principes et de régles pratiques
qu'on nomme arithmétique. En un mot, larilhméthne est la partie
élémentaire de la science des nombres.

Toutes ces combinaisons, d'ailleurs, dérivent de la numération, et
sont des simplifications successives des combmumu ou opérations

R qui les précédent.

On peut done dire : il y a une seule opération l'ondamemale de l'a-
rithmétique, c'est la numération. Cependant, nous nous conformerons
al'usage, et nous dirons qu'il y a quatre opérations fondamentales ,

- savoir ;.
L'addition, la soustraction, la multiplication et la division,
Addition.

. Ajouter des nombres entre eux, ¢'est en former un nouveau qui
contienne toutes les unités dont se composent les nombres don-
nés. Le nombre cherché est la somme des autres,

Si je veux ajouter 5 & 12, je dirai 12 et 1 font 13; 13 et 1 font 1%:;
et1,15; et d, 165 et 1,17,

C'est done faire une numération. L'habitude de I'ordre a fail trou-
ver celle régle , qu'il fallait ajouter les unités aux uniteés, les dizaines
aux dizaines, ele.

(1) Tout¢ce qui est relalif aux dillérents systémes de numération lrouvera sa
place & la suite des premidres opérations de Farithmétique, puis dans queliues
problémes d'algébre du premier ou du second degre.
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Ainsi, pour ajouler entre eux plusicurs nombres enticrs, on les
ecrit les uns au-dessous des autres, de maniére que les unilés de méme
orire se correspondm! dans une méme colonne verticale, et on lrace
un trail horizontal sous le dernier nombre, puis, en commencani
par la droite et par le haut, nna:olllelﬂ chiffres suceessifs; 1'habi-
tude fait trouver les résuitats de ces additions partielles, arrivé an
dernier chifire de la colonne des unités, on fait la somme qui peut
¢tre moindre que dix ou plus grande ; dans le premier cas, on écnt le
chiffre qui représente la somme ; dans le second cas, il est na-
turel de réserver les dizaines pour les ajouter & toutes les dizaines
des nombres donnés; on opére sur la colonne des dizaines comme on
a opéré sur la colonne des unités, elc. ; parvenu a la colonne des plus
hautes unilés, si la somme surpasse dix, on écril celte somme :

Exemples :
5247 C 6048
- 352 730
5509 504
27
8446
15764

11 est ewielu que dans une addition, on peut mterverlir lordre
des nombres A ajouter , sans que le résultat soit alléré. Ce principe
permet de vérifier le résultat d'une addition.

C'est 1a ce quion appelle faire la preuve. Il est de la plns haute
importance d’obtenir des vérificationsdes calculs ; jamais, cependant,
on ne pent avoir une tertitude complite, parce quune preuve est une
nouvelle opération qui peul encore donner des erreurs; toulefois,
si l'on retrouve un résultat qu'on devait prévoir, on peut regarder la
probabilité comme équivalente 2 une certitude..

Ainsi, pour faire la preuve de P'addition, il fant changer | ‘ordre
des nombres donnés, on commencer de bas en haul, quand on a
opéré de haut en bas.

Faire une opération en arithmétique , c'est chercher un résultat le
plus promptement et le plus sirement possible ; on peut done dire, en
général, qu'on ne doil pas commencer une addition par la gauche ,
parce qu'on arriverait i la somme aprés avoir effacé des chiffres, ou
bien aprés avoir recommencé plusicurs additions, ce qui mu]tinﬁe—
rail les chances d'errenr.

Remarque.—Si une partic d'une somme augmente d'un cerlain
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nombre , Ia somme augmente de ce nombre, ainsi en ajoulant § &
une partie d'une somme, celle somme augmente de 8.

Soustraclion.

» >

6. La soustraction est une opération inverse de I'addition, elle a
pour but de faire trouver ce qu'il faut ajouter & un nombre pour en
obtenir un aulre, ce qu'on etpﬂmdecmmsﬂre

Ewmu une sommé ¢t 'une de ses parties , trouver l'autre
partie, fel estle but de la soustraction. Le résultat se nomme resla ’
excds ou différence.

On doit apérer mﬁm inverse de I'addition,, ainsi, on écrit
le nombre 4 retrancher au-dessous du nombre dont il faut retrancher,
et 'on dit : quel nombre d'unités faut=il ajouter au chiffre des uni-
tés du plus petit nombre pouc avoir les unités du plus grand, et ainsi
de suite, par exemple, soit & vefrancher 524 de 869 , j'écris :

. 869 y
524

m :
et je dis, quel nombre faut-il ajouter & & pour avoir 97 c'est 5; que
faut-il ajouter & 2 pour avoir 67 c'est 4; quel nombre faut-il 3]0!![0!‘
a5 pour avoir 87 E'est 3; le reste est done 345. Pour abréger, ce qui
estle but de Varithmétique , onit : lde 9, reste5; -2 de 6, reste 4;
5 de 8, reste 3. :

L2

Prenons un autre exemp!e

8042
5 1568
_ R S [ .
& - : 33
Je dis, quel nombre faut-il ajouter a 8 pour obtenir 27 il n'y ena
point, ce n'est pas 2.que je dois avoir, mais bien 12 ; je reprends donc
une dizaine sur 4, et je dis: 8 de 12 reste §; et continuant, je dis:
6 de 3 (car j'ai 6té 1 de 4), par la méme raison , il ll,ul dire : 6 de 13
reste 7.
5 de 9 (car, d'une part,-on ne pent dire 5 de 0, il faudrait dire
3 de 10, mais on a pris une unilé de centaine, il reste done Q]
reste 4.
*Eufin, on dit, 1 de 2 reste 1,
Le-reste est 1474.
Mais cette maniére d'opérer est trop longue; on préfére se servir

pa
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d'un autfe procédé, fondé sur ce principe. Si, aux deux nombres
d'une soustraction, .qnqpul.e une méme qmulﬁ rle reste ne change
pas. €ela résulte de la définition:

En effel , sij'ajoute un nombre 3 une somme compuip de deux

parties, miqne des paruasunhnmp.s. il faudra que l'autre aug-
mente de ce nombre ; ainsi , en ajoutant 10 au plus grand nombre
d'une soustraction, le réste augmente de 10 Evidemment ; si j'ajoute 10
au plus petit-nombre , “la somme ne changeant pu s cequ ‘il faudra
ajoutér sera moindre de 10, donc le reste aura dimi doue
enfin fe principe est démontré. lleprenons donc notre exemple :

3042
1568

1474

" Nous dirons : 8 de 12 reste 4; puis 6 et | font 7 dizaines, de 14
dizaines reste 7 ; on pourabréger, 7 de 14 reste 7; 5 et 1 font 6, 6 de
10 reste 4;1 et 1 font 2, QdeSIeslul. ’

l}ansunmpnmcuhl;r_. dant, on préfére employer un pro-
cédé différent : soit & retrancher 58%7 de 10000, on retranche 7 de
10, et chacun des chiffres suivants est retranché de 9, on dit donc
7 de 10 reste 3; 4de rreste 5; 8 de 9 resle 1; 5ded reste 4. On
voit, en effet, que Mmml a 10000 le reste 4153, est

ce quons J du nombre 5847 (1).
‘La preuve de la soustraclwn se l‘a;l par l‘ad:litiup ﬂ'lﬂ la défi
nition méme. .
Ainsi, on ajoute le resle au plus petit n el. la somme doit
étre égale au plus grand. Reprenons nos exemples :
“B69 | 3042
524 1568
35 1474

. —] - L —
Preuve 869 Preuve 3042
Multiplication. -

7. Multiplier un nombre par un autre, ¢'est répu":u-.r le premier autant
de rois'q}l'i_l y a d'unités dans le second. Le résullat se nomme pro-

(1) On peut faire une souslraction par les compléments.
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duit; le premier est appelé multiplicande, le second, multiplicateur;
le multiplicande etle multiplicateur sont les facteurs du produit.

La multiplication des nombres entiers -est done une simplification
des additions dans lesquelles tous les nombres & ajouter entre eux
sonl égaux; ainsi, pour multiplier 8 par 3, il suffit de faire la somme
de trois nombres égaux i 8; le produit sera un mulhple du mulh-
plicande.

Il faut observer encore que le produit contient le multiplicande
autant de fois que le mulliplicateur contient 'unité.

Dans la multiplication, il y a trois cas & examiner :

1° Multiplier un nombre d'un seul chiffre par un nombre d'un
seul chiffre; =

2 Un nombre de plusieurs chiflres pu'un mmhu d'un seul;

3* Un nombre de plusieurs chiffres par un nombre de pluslem
chiffres. Nous verrons que les deux derniers cas se raménem. au
premier.

Premier cas. Tous les résultau de la multiplication d*un nombrc
d'un seul chiffre par un nombre d'un seul chiflre sont renfermés dans
la table de multiplication suivante que l'on forme par voie d'ad-
dition.

Sur une Ilgne horizontale , on écrit les9 premiers nombres, on les
souligne, puis on les sépare par des trails Verticaux; on prolonge
ces traits verticaux au-dessous des nombres de la premiére ligne; on
place les sommes qu'on obtient en ajoutant chaque nombre a lui-
méme ; on obtient ainsi : 2,4, 6,8, 10, ete. On souligne tous les
nombres qu'on a ainsi obtenus.

Pour aobtenir la troisi¢me ligne , on ajoute chague nombre a celui
qui se trouve au-dessus; ainsi, 'on dit : 2 eu font 3; 4 et 2 font 6;
G et 3font 9, ele.

Pour avoir la quatriéme ligne, on ajoute chaque nombre de la der-
niere ligne l‘urmee avec le nombre correspondant de la premiére ligne
horizontale; ainsi, Von dit : 3 el i font %56 et 2 font 8; 9 et 3 font
12, ete.

En général, les nombres d'une ligne horizontale se forment en
ajoutant les nombres de la llgne précédente avee les nombres corres-
pondants de la premiére; on trouve ainsi 9 lignes horizontales et 9
colonnes verticales.

Pour se servir de la table de muluphcauon. par exemple pour
multiplier 8 par 7, on prend le chiffre 8 de la premiére tranche, puis
I'on descend verlicalement jusqu'a ce que I'on rencontre la 7° ligne
horizontale, c'est-a-dire, jusqu'a ce qu'on se trouve vis-i-vis du
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chiffre 7 de la premiére colonne ; le nombfe 56, qu'on trouve ainsi ,
est le produit demandé; en effet, il a été trouvé en ajoutant 7 fois le
nombre 8 4 lui-méme ou mieux en formant Ja somme de 7 nombres

égaux a 8. -
T‘”_" de multiplication. :
1. 1. 8 s { 51617 | &%
2 |4 |6 |8 | t0|12|1|16]1s
: 5 | 6|0 (12|65 |18|2 |2 |;
: 4 | 8 |12{16 |2 |26 |28 | 32|36
2T ’5;:25_30_35_50 3
T- 12 | 18 | 24 30 | 36 2 | 48 5
l AEERE SN A
.' 18 e (252 w5668 |72
3 |.1& ] W" ; “*i"';?'_‘_-?i 6372 | 81 |

Une observalion supnhvg de ce ubleau condmt aux remarques
suivantes : >

1* En général, tout nombre contenu dans les pet!ws cases se re-
trouve plusieurs fois dans le tableau, ainsi 2% se retrouve 4 fois; 12
ie retrouve & fois; 16 se retrouve 3 fois, elc, On en peut conclure
: w'un nombre peut s'oblenir en multipliant entre eux des nombres
Gfférents, par exemple 28 s'oblient en multipliant7 par % ou bien
Apar 7, ce qui conduila ce principe général que nous démontrerons
bentdl : dans wn produit de deuzx ‘facteurs, on peut, sans chan-
ge la valeur dw produit, intervertir leur ordre (ce qui fournit un
3 mden de faire la preuve de la multiplication).
% est aussi bien le produit de 8 multiplié par 3 que de 6 multiplié

! parl, ce qui conduit A dsmres principes que nous examinerons
J bienot;
4 20 %n tirant une ligne droite de 1 @ 81, on trouve les nombres

1, % 4 16, 25, 36, 49, 64, 81, qui résultent de 1 par 1, de 2 par 2,
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de 3 par 3, el, en général, du'produit ¢'un chifflee multiplié par lui-
méme. Gesprodmls sont nommés les carrés de leurs facteurs ; ainsi,
9 estle carré de 3, lﬁulhcarréde# el pour abréger (ce qui est le
but général des sciences malhamahquesj au lieu décrire 535, on
éerit 5°, 2 estdit Vexposant de 5, el on prononce encore ainsi :
5 puissance 2. Inversement 5 ést la raclne carrée de 25; 6 esl la
racine carrée de 36.

Deuzxiéme cas. Mulliplier un nombre de plusieurs chiffres par un
nombre d'un seul.

11 faut remonter & la définition.

Multiplier 538 par 3, c'est faire la somme de 3 nombres égaux a
348. Posons celle addition :

518
348

It faudra proceder en ajoutant les unités aux unités , les dizaines
aux dizaines, les centaines aux cenlaines; il faudra donc faire la
somme de 3 nombres égaux A B unités; l’alre la somme de 3 nom-
bres égaux & 4% dizaines, et enfin, la somme de 3 nombres égaux i
5 centaines; cela’ reviendra donc i multiplier les unités par 3, les
dizaines par 3 el les centaines par 3, ¢'est-a-dire, & multiplier tous
les chiffres du multiplicande par le multiplicateur 3; ce qui raméne

ce deuxiéme cas au premier. comme nous l'avions dit. Effectuant

cette multiplication , nous dirons :

3 fois 8 font 2% jepﬂeieljl‘reueusﬂ 3 fois & font 12,12 el 2
retenus font 1%, je pose & sous la dizaine et je retiens 1; 3 fois 5
font 15, 15 et 1 font 16, j'éeris 16 centaines :

4
3

- lBM Le prodml est 1644,

Troisiéme cas. Prcnuns enfin. un nmnbre de plusieurs chiﬂ'resa
multiplier par un nombre de plusicurs chiffres.

Soit, par exemple, & multiplier 3457 par 648; on lindique aini :
45T X648 (le signe < placé entre deux nombres indique qu'il aut
multiplier le premier par le second) ; d'aprés la définition , cela revent
a faire la somme de 648 nombres égaux a 3457; concevons cety ad-
dition indiquée comme il suit. Les points font conceveir que 397 est
omis un grand nombre de fois :

g
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3457
B, .3“‘57 8 ou bien 34578

r -5-'."_-
345<648 ou bien 3457

: . - : 40 ou bien 34575
e L

T 3“57 (ﬂl}oﬂlﬁmﬂﬂxm

Je prends Ies 8 premiers nmm:a. at;e l?ms leur somme, ce
qui revient i dire que je miltiplie 3457 par §. -

Je prends les 40 nombres suivants, et je (pin leur somme , ¢esl-i-
dire,, je multiplie 3457 par 40.

Je prends les 600 nombres suivants , ¢ esH-du'e. }e muluplte 5T

- par600. onE e
trois produits partiel -m.ﬁwm.m-. et j'obliens
e produit de 345'? parG&B ;

Ainsi, nous voyons d'abord que pour multiplier 3457 par 648 , il
suffit de savoir multiplier un nombre par 8, par. Ao etpar- 600, nous
awmmulhpl&par B (deuxiéme cas). -

Voyohsmmem on multiplie un nombre par 40 : d'apres la defi-

* nilion , il faut faire la somme de 40 nombres égauxh 3457 ; éerivons
ces 40 nombres lesnnsm—dmmdosautru comme il nﬁl

¢ a*

MS:

" oo TG o Bien 3457k

_BAST )
R ( ¥ oubien $457CK.
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3457
. ¢ % oubien3457T<4.

ST L 4 oubien 34574,

Prenons les & premiers nombres, puis les & suivants, puis les4
nombres qui suivent encore, el ainsi de suite, et faisant ces sommes
nous aurons ainsi 10 groupes de & fois 3457, c'est-a-dire qu'a-
prés avoir mullipli‘é 3457 par 4, il suffira de mulllpluer ce produit
par 10, ce qui s'indique ainsi mxw (parce qu'on suit 'ordre de
I'écriture de gauche & droite, ainsi j'écris : 5TX3x8, cela veut
dire : multipliez 5 par 7, puis mulllpllez ce produit oblenu par 3, pms
multipliez ce dernier produit par 8).-

Un raisonnement analogue prouve que pour multiplier 3457 par
600, il suffit de multiplier 3457 par 6 et le produit obteau par 100,

Ainsi, nous voyens qu'il faudea multiplier le mulllpllcande par
tous les chifffres du multiplicateur, avee cette %wtﬁkm’mr
maultiplié par le chiflre des dizaines, il faut multiplier Ye produit par
10, aprés avoir multiplié par le chiffre des centaines, il faut multi-
plier le produit par 100, et ainsi de suite pour les au!res chlﬂ’re&qm '
pourront se trouver dansle multiplicateur.

Mais pour multiplier un nombre par 10, il suffit a'&mm nnﬁ
sa droite, car alors Lontes les parues du mmhre sonl rmdues 10 fois
plus grandes. e

Pour multiplier un nombre par {00 il mﬂt d‘écﬁredem ﬁm a
la droite du nombre , car chague chiffre représente des unités 100
fois plus grandes. - '

En général , pour multiplier un nombre par 1'unité suivie d'un cer-
tain nombre de zéros, il suflit d'écrire ce nombre de zéros a la droite
du nombre.

Pour multiplier par les dizaines, il suffit d'écrire le produit par le
chiffre des dizaines, de maniére que le dernier chiffre 4 droite de ce
produit soit sous les dizaines du premier produit.

Pour le produit par les centaines, ¢crire le produil de maniére que
le dernier chiffre a droite soit sous les centaines, et ‘ainsi de suite. Ces
produits partiels obtenus, on fait leur somme.

Voici l'opération :
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z‘ﬁ . . . produit par les Eﬂiﬁl“
R . . produit par les dizaines.
20742 . . . . . produit par les centaines.
3240136. . . . - somme de trois produits par-
= _ tiels ou produit ilmdé

. d on a des zéros interposés dans les multiplicateurs, on passe
“anx chifres suivants i gauche, en ayant soin d'éerire le dernier chiffre

& droite du produit parl.ml au-dessous du chiffre correspondant du
multiplicateur.

Douc, en général , pour multiplier un nombre de plusicurs chiffres
par un nombre de plusleurs chiffres, on écrit le multiplicateur sous
le mnlhpllcmde. de maniére que les unités soient sous les unités, on
souligne le multiplicateur , puis on multiplie le multiplicande succes-

-

~ siyement par chacun des chiffres du multiplicateur, en écrivant les =g
produits partiels comme il a été indiqué , puis on fait la somme de ces { o
produits partiels , ce qui donne le produit demandé.
Remarqu Duanil les deﬂx facleurs d'un produil sont considéra-
&5, i g i .Ies produits partiels par voie
e BUM592 par 5748002

On ajoutera Mi' lui-mnsl puis i
M obtiendra le produit par &; au nombre hmtvé— en qiuntant
, on obtient le produit par 5; si on ajoute le produit par 2,
on aura ainsi le produit par 7 ; puis, enfin, on ajoute ice nombn le

multiplicande, et onﬁnme le produit plt‘s. ==
- .__-' ":* : Opératlon. 3
: 62831852 . . . pour 2 31415926
125663704 . . . pour & 5748002
oo s 5 62831852 3
) S b MK B S ey
B inEes AR s iR .

Pareepmnédé onsexpmhien moins a se tromper dans les ml— ; :
culs , parce que la mémoire esl moins consultée. 3 .
Nous n'avons pas examine le cas.ou l'on aurait & mulliplier un
_nombre d'un seul chiffre par un rombre de plusieurs chiffres. Nous 4
allons montrer , en eﬁt,gu on peut intervertic l'ordre des facteurs :
e

£

e
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dans un produit de deux facteurs, et, par conséquent, ramener le
cas dont nous parlons an deuxiéme cas considéré.

Le nombre des ehiffres d’un produit est compris entre deux limites
qu'on obtient en remplacant chague facteur par 1 suivide zéros, etc.

- P

PRISCIPES SUR LA MULTIPLIGATION.
8. 1. Principes ; dans un produit: de denx’ facteurs on peat intervertir
lear ordre sans clumger le prodﬂit ainsi 83¢3 est égal a 38,

Pour démontrer il faut toujours remonter aux définitigns on aux prm-

cipes déja connus. 8 est 'unité répétée 8 inia onpwdannwrs
pannml:es

.

: . tifrted 3
- Pour multiplier 8 par 3 il faut faire la somme de 3 nombres égaux a 8,

on écrira Il.,..IIljli
Borics o 1t
" .".'-*.«'-i‘l-‘f‘f‘l 1

8x3..... 3,3,3,333,3,30nbien3xs

P ~ " .-

11
£t W e
R

5 les unités mtmmdamoeuﬂuuupmmmt 3
— Mmhn&mmhmmuﬂuamaﬂmmmuk,m;
obtenons 3, 3, ..., en un mot autant de fois 3 qu'il y a d'unités
(= c'est-a-dire 8 fois 8, mqnonmmsxs ‘h&
= Or ce tablean représente 833, mais il est représenté a son tour ﬁ!-
= 38, deux gmam égales & une troisiéme sont. é\l‘ﬂ tnm ellu. donc
AT enfin 83X3 est égal & 3<8. e '
o~ Le raisonnement que nous avons fait's appiu[ne'rmt a denx nombm Jen-
aFL e tiers quelconques; donc en général on peut interyertir Pordre de deus
i facteurs dans un produit sans changer la valeur de ce produit (1).
x= {1 Dans un produit de 3 factears on peut intervertir I'ordre des 2 der-
f . niers et par suite Fordre de tous lu facteurs sans chnnger le produit.
Soit 83¢3%¢5. :
Multiplier 8 par 3 c'est faire la saﬁe de 8 nombres eg-aux i 8, ainsi
83 est B--84-8:

! ot (1) Nous pensons qu'un éléve arrivé & ces principes a acquis Phabitude du raison-
el nement, et nous rendrons désormais nos demonstrations plus concises ge que
o 1nous n'avons pas cru devoir faire jnsqn?
Nous nous servirons du signe 4, qui veul dire plus; et du signe = qui est
= signe de 'dgalité ; de parenthéses, qui indiquent un résultat effectue.
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§+8+8
el 84848 -
B35 estdone ! gopws
L 81848 &
oL 84848
= Trooe o
ce tableau représente sxaxs Ajoutons les nombres écrits en colonne
verticale nous obtiendrons 8)(3+8X5+48X¢5. Clest-a-dire 83333, ce
tableau représente 8)<B<, mais il est représenté par 8353, donc enfin
B33 X5=8>¢6>C8. Ce qu'il fallait démontrer d'abords
Mais on a 83¢3=03>8 donc 8X(I3H=8)(8>5, etc., ainsi d:ma un
produit de 3 factears on peut faire occuper a un facteur toutes les places.
111. Dans un prodait d'un nombre quelconque de facteurs on pent in-
tervertir comme on veut Pordre de tous les factenrs.
Nous partageons cette démonstration en dcnx parties : soita mﬂﬂpher
B3CENT IO,
Nous pouvons intervertir 'ordre de denx factenrs conséentifs, par exem-
ple des facteurs § et 8.
En effet il faut d'abord effectuer le prodait de 53XT qui est 105, ce
qu'on designe ainsi (53¢33¢T). - =
On mulnﬂuenmu par 4 puis par 8, mais tlupren le 'pfmupe pré-
cédent, (5CIXT)XEXB=03CIXTINEXE

‘ou, en supprimant les paren!hems qm ne servent i rien, ona '

i X R
puw‘hpham ces deux nbmbm egaux. & abord par 6 ynilr par 9, an,
trouve enfin * sxsx':xgxsxuxn_ﬁxsx. X3><5><0><?

ainsi un factent geut étre avancé d'un rang on bien recalé ¢ d'un rang.
Donc de proche en proche un facteur peut occuper toutes les places et par
suite tous les facteurs 'pellvmt occuper toutes les pl:mm Ce qu'il fallait dé-
montrer. .-

1V. Pour ﬁmluylm‘ un nombre par un produit effectué. de pl'murs
facteurs, il suflit de multiplier ce nombre successivement par les facteurs
du protlml
- Par exemple pour multiplier 8 par 105, qui est égal a <53, ;l suffit
de multiplier 8 par 7, le produit effectné par 5, et le produit effectué par 3,
ce qu'on indigue J'n'n‘e manigre abrégée aipsi en mettant des points au
lica du signe 3, et 8<(7.5. 3)=8XTX5X3.
En effet 8?((1‘ 5.3)=(7. 5. 3)X8, ow bien d'aprés h deﬁmtlon d'an >
produit de plusienrs factenrs (7. 5. a)xs=7><s)<s><s :
Mais dans ce produit on peut faire occuper nu factenr 8 la premiere
place done enfinon a 8 X (7. 5.3.) = 8XTXHX3. la réciproque est vraie,
lest-a-dire que 87X =83(7. 5. 9).
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V. Pour multiplier un produit de plusieurs factenrs par un nombre,
il suffit de multiplier un des facteurs du produit par ce nombre, et de le
faire entrer ainsi modifi¢ dans le produit primitif, La réciproque est yraie,
cest-a-dire, sizon multiplie un factear d'un produit par un nombre,
le produit est multiplié par ce nombre.

Ainsi (B3XTXE) XB=5XC (TXA)XH.

Enceffet, (5>¢7><8) X3 est égal a 5>¢7>C4>¢8. Car les parenthéses sont
inutiles. ‘

Or, 53CTXEB="TX3355Ck, ou bien 7X3)>3 X 4.

Ou bien en intefvertissant ordre des facteurs. 53¢ (TX3) X< 4.

Donc enfin (5XTXE) X3=5X (7. 3) XG&.

Ce qu'il fallait démontrer.

De ces principes ou théorémes, on déduit les conacqunces ou corollaires
qui suivent,

1% Poaur faire lnprenve d'une multiplication, aprés avoir maltiplié le
multiplicande par le mnl.hphuum si l'on multiplie le multiplicateur par
le maultiplicande, le produu qu'on ebtiendra devra étre Ie méme que la
précédent.

Ainsi, on peat dire que 1e prmlnit des deax nombres entiers est aussi
bien un multiple du multiplicatear que du maltiplicande.

Et inversement que le multiplicateur ést un sous-multiple du produit
comme le multiplicande est un-sous-multiple de ce produit ou une partie
aliquote de ce produit.

20 Quoand on rend le mulﬂphcande un certain nombre de fois plus
grand, lapwdmtestrenrln le méme nombre de fois plus grand, cela ré-
sulte du principe V.

3+ Nous ayons démontré génenlemem (principe 1V) que pour
multipler un nombre par 40, il suffit dele multiplier par 4, puis par 10,
mais il n'en était pas wmoins uécessaire de donner la démonstration par-
ticuliére. 4

4° Pour élever un produit de plusiears facteurs a la deuxiéme puis-
sance, il suffit d'élever chacan des facteurs du produit a la denxiéme puis-
sance, : A
Ainsi C ITXOIXE) = BTN

En effet, élever 537343 a la deaxiéme puissance, c'est le multiplier
par lui-méme; mais pour multiplier un nombre par un produit, il saffit
de multitiplier ce nombre successif par les facteurs du produit. Ainsi je
multiplie : 5)7><§>¢3 successivement par 5, par 7, par § et par 3.

Mais pour multiplier 5<7><#><8, par 3, il suffit de multiplier 5 par 5.

Ce qui doune 5<7>#X 3, de méme ponr multiplier par 7, il suffit de
multiplier 7 par 7 et ainsi-de suite. .

= — e - ——SEEEN S
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Done rsx'rx4xa;!—‘5'x7'x&*xa!.
Au lien d'écrire 53535, on écrit 5. : ;
5 est élevé i la puissance 3, de méme s*—ﬂxsxsxa.' :

Cela posé, on peut dire que pour élever un produit de plusieurs fac-
teurs & une puissance, il suffit mmmm a eettepniﬂtnce

) Ainsi -~ L BT =5XTY.
En effet (53K0)¥ = (53T) (5XXT) (B3XT) (5X7)
= (55T X (8XT) X (5¢T)
= (537 X (5:X7)

=5¢T% Ce qu'il fallait d.émantur

Pour appliquer d'une maniére utile la multiplication, nous transforme-
rons dans le systéme décimal , un nombre écrit dans un systéme dont
Ia base est quelconque. :

Pour indiquer dans quel systéme le nombre est écrit, on place la Hase
a gauche da mombre, entre parenthéses, et un peu au-dessus de ce

nombre. Par exemple : % s007466
est écrit dans le systéme dont la base est 12; dans ce systeme, ilyatt
chiffres significatifs - .

ili&%.’lﬂ‘!’ﬂﬂt.,ﬁ.

& vaut dix, £ vaut onze.

D’apl'es la convention fondamentale de tout systeme de numeration,
tout chiffre placé a la gauche d'un autre, exprime des unités de Yordre
immeédiatement supérieur, le nombre f“’ 80673 6 vmﬁ

440212 - 33T D L6124 403120433126,
ou bien &+’I’!+ll)(iﬂ+’f_.x1‘r'!8+ﬂ5(‘l L0315,

. 0=

Division:

9. La division est une opération inverse de la multiplication.

Définition. Diviser un nombre par un autre , c'est tronver un (roi-
sitme nombre qui, multiplié par le second, reproduise le premier ,
ou plus simplement, on, peut dire : étant donnés un produit et Vun
de ses facteurs , trouver 'autre factenr.

Le produit est le dividende.

Le facteur connu (le multiplicande, par e:emple) est le diviseur.

Le facteur cherché est le quotient,

De la définition générale,' on peut déduire cette autre définition ,
savoir: que diviser un nombre par un autre, c'est trouver combien de
]

P —

kﬁ. el s
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fois le premier contient le second, ce qui explique I'origine du mog
quolient.

En effet, nous avons vu qu'un prodmt de deux facteurs contient le
multiplicande autant de fois qu'il ya d'unités dans le multiplicateur.

En examinant la table de multiplication, on trouve les quotients des
divisions des nombres de deux chiffres par des nombres d'un seul
chiffre. Mais on peut remarquer aussi que si I'on veut diviser 58 par
7, par exemple, aucun nombre entier multiplié par 7 ne peut donner
pour produit 58; dans ce cas, la division a pour objet de faire trouver
le plus grand nombre de fois que 58 contient 7.

Nous verrons , dans d'autres opéuuons de l'arithmélique, que sou-
vent les résultats que I'on cherche ne peuvent élre exprimés par un
nombre que d'une maniére approchée.

Ainsi, en général, quand le quotient d'une division nepeut dire un
nombre entier, le butl de la division est de trouver le plus grand
nombre de fois que le diviseur est contenn dans le dividende.

Nous prendrons, pour exemple, deux nombres composés chacun de
piuﬂenrs chiffres, les raisonnements s'appliquant & tous les autres cas.

- Soit & diviser 582982 par 268; d'aprés la définition de la division ,
il serait naturel de multiplier successivement 268 par 1,2, 3, 4, el
ainsi de suite, enun mot, de faire les multiples successifs de 268, jus-
qu'a ce qu'on trouve 582082, ou deux multiples consécutifs, I'un plus
petit, l'autre plus grand que le dividende. Cette maniére d'opérer
serail trop longue; on la simplifie en faisant dépendre la division de
deux nombres quelconques de divisions partielles dans lesquelles le
quotient ne doil étre composé que d'on seul chiffre.

On cherche a mettre en évidence les produits du diviseur par les
différents chiffres du quotient, et pour reconnaitre la nature des plus
hautes unités du quotient, on mulliplie 268 par 1, 10, 100, 1000,
on obtient 268, 2680,26800, 268000 ; 268000 est contenu dans 582982 ;
il y adone au moins un mille au quotient; mais en multipliant 268
par 10000, on trouve 2680000, qui est plus grand que le dividende
donné , done le quotient est plus petit que 10000 ; ainsi , le quotient
est plus grand que 1000 et plus petit que 10000, c'est-a-dire qu'il est
composé de 4 chiffres, ou bien encore que e chiffre des plm hautes
unités est de Vordre des mille.

Le produit du diviseur par le nombre des mille du quotient est un
nombre de mille qui ne peut surpasser le nombre des mille du divi-
dende.

En effet , 268 multiplié pardes mille , donne un nombre de mille;
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ce produit ne peut done se trouver que dans les mille de 582982, c'est-
a~dire dans 582 mille.

On est conduit i séparer les mille du dividende’, ou plus générale-
ment, on est conduit & séparer mrhganchcamanldecm qu'il

en faut pour contenir le diviseur. ; :

Celte séparation faite, on cherche le plnsgraml nombre de fois
que 582 contient 268, on y parvient en prenant les multiples succes-
sifs de 268, et en chaisissant le plus grand de ces multiples contenus
dans 582 ; on trouve que c'est 2 fois 268 , ou bien 536 ; ainsi, 2 est le
chiffre des mille du quotient, car 536000 ou bien 268><2000 est con-
tenu dans 582000, & plus forte raison , est-il contenu dans 582982,

D'autre part, 3 fois 268 est plus grand que 582, au moins d'une
unilé, el par suite , 268X 3000 est plus grand que 582000 au moins
d'un mille , il est dﬁnc plus grand que 582082 ; ainsi, le dividende est
compris entre 2682000 et 268X 3000, le quotient est donc compris
entre 2000 et 3000; done le chiffre des mille est le chiffre 2.

Ce chiffre étant tronvé , je retranche de 582 le produit du diviseur
par le chiffre obtenu, produit qui est 536, j'obtiens pour resle 46;
en abaissant les chiffres suivants, jobliens 46982, nouvean divi-
dende qui devra donner les trois chiffres suivants du quotient
cherché; en raisonnant comme préctdemment, il faudra séparer
les centaines du dividende,ou plutot, i fallait abaisser, & la droite
du reste 46, le chiffre des centaines, ce qui aurait donné 469 je
dis; en 469 combien de fois 2687 il y est conterm une fois; jo
multiplie 268 par 1, et je retranche de 469, jobtiens pour reste
201, jabaisse le chiffre 8 a la droite, ce qui donne 2018, il faut
trouver combien de fois 268 est contenu dans ee nombre. Aua lieu de
faire les multiples successifs de 268 , on raisonne de cetle maniére :
le quotient de cette division partielle doit avoir un seul chiffre
or, 2 centaines du diviseur multiplites par les chiffres du quo-
tient, ne peavent donner que des centaines: ce prodult ne peut
done se tronver que dans les centaines de 208, je suis donc conduit
a chercher combien de fois 20 co 2, nous savons & I'avance que
le quotient ne peut aveir plus d"'un chiffre. Essayons 9, ce chiffre peut
¢tre trop grand, car 20 n'est pas seulement le produit de 2 par le
chiffre cherché , mais il contient encose les retenues provenant des
produits des chiflres suivants 6 et 8: ainsi, 9 peut &tre trop grand
et pour essayer , on multiplic 268 par 9, ce qui donne 2312, 9.est
donc trop grand ; essayons 8, nous trouvons pour produit de 268 par
8, 2144 ; 8 est donc encore trop grand ; essayons 7, 7 fois 268 donne
1876,7 est done le chiffre des dizaines ; en retranchant 1876 de 2018,

= 2
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on trouve pour reste 142; j'abaisse le chiffre suivant 2, je trouve
1422, 14 contient 2 fois 7, mais 7 est trop grand, ce que j'apprends,
a canse des retenues provenant des produits de6 et de 8 par 7; j'essaye
6, 6 fois 268 est plus grand que 1422; j'essaye ‘enfin 5, 5 fois 268 donne
1340, que je retranche de 1422, il reste 82; ainsi, le quotient est
2175 et le reste est 82, c'est-a-dire que si du dividende donné on
retranche 2175 fois 268, il reste 82. Dans ce premier exemple, la di-
vision ne donne pas pour quotient un nombre entier; le quonent
est compris entre 2175 et 2176 en prenant 2175, on a ce quotient
approche , i moins d'une unité.

On dispose I'opération de la ‘manidre suivante : on écrit le divi-
dende, et  la droite, on éerit le diviseur , on sépare les deux nombres
par un trait vertical , au-dessous du diviseur on tire une barre ho-
rizontale, sous laquelle on écrira le quotient.

1o 582082 | 268 9 582082
T ] 7 T S Y S T
L fepeste. W09, . L 2018
% 1422
2 reste. 2018 v 82
3o reste. 1422
1340

Wreste. 82

" Riseg praTIQUE. On sépare sur la gauche du dividende autant de
chiffres qu'il en faut pour contenir le diviseur, et I'on cherche com-
bien de foisle dividende partiel contient le diviseur : ee chifflre est
celui des plus hautes unités do quouenl Pour simplifier cette opé-
ration, on cherche combien de fois le premier chiffre i gauche du di-
viseur est contenu dans le premier chiffre o les deux premiers chif-
fres & gauche du dividende; ¢ trouveé peul étre trop grand,
et pour l'essayer , on multiplie tout !p diviseur par ce chiffre. Au lien
d'écrire le produit partiel sous le dividende partiel, on retranche im-
médiatement les produits & mesure qu'ils se présentent, 2° en ayant
égard \ principes de la soustraction; & la droite du reste, on
e chiffre suivant ; si le nombre ainsi obtenu est plus petit que
: ,,.:idmseur. on écrit zéro au quotient, et on abaisse encore le chiffre
. “suivanl; puis, si le nombre est plus grand que le diviseur, on opé-
“rera sur ce dividende partiel comme sur le premier , et ainsi de suite,

.




ARITHMETIQUE. LIVRE 1. 21

Nous le répétons , le li comprend tous les cas qui peuvent
se présenter. =

Soit pour exemple : 17048 a diviser par 858. =y

La preuve de la division , quand le quotient est entier, 'se fait par
la multiplication. Le produit du diviséur par le quotient doit m le
dividende. On peut faire la preuve par une nomrelle division ; en
effet, i on divise le dividende par le quotient, on doit lmnm pour
quotient le diviseur donné.

Quand le quotient n'est pas entier, en retranchant du dmdanda le
reste ohlenu, on relombe sur le cas précédent, mais on préfere
opérer de la maniére suivante : on multiplie le diviseur par le quo-
tient, on ajoute au produit le reste de la division, et la somme doit
¢tre le dividende.

Pour abréger le langage arithmétique , on dit qu'un nombre est
divisible par un autre quand le quotient est enlier; ainsi, on peut
indifferemment dire qu'un nombre est multiple d'un autre , ou bien
qu'il est divisible par cet autre quand le quotierit du premier par le
second est entier.

Application. Ecrire 3847 dans le systéme dont Ia base est 6. En
divisant 3847 par 6, on trouve le nombre d'unités du second ordre ,
le reste est le chiffre des unités simples, on obliendra dé méme les
chiffres des ordres suivants.

i, B i W 2, .-.*;-.-. Sl v T e ab AT

ﬂenmrqqu sur la division Ll). _

1° Sile dividende augmente, le diviseur restant le méme, le quotient
entier augmente en général.

29 §i le dividende angmente d'une fois le divisearle quotient augmente
d'une unité, en effet le quotient indique combien de fois le diviseur est
contenu dans le dividende. ‘Inversement, si 'on' retranche du dividende
une fois le diviseur, le quotient diminue d'une unite. -

1. En supposant le dividende divisible par le divisenr, si 'on rend le
dividende deux , tﬂmfom plus grand , le diviseur restant le méme, le
quotient est rendu deux, trois fois plus grand: et en généralisant, on
peut dire que si on multiplie le dividende par un nombre le quotient
est multiplié par. ce nombre, car si un produit de deux facteurs est maul-
tiplié par un nombre, l'un des facteurs ne changeant pas, Fautre facteur

(1) Le signe de la division est{ : ), qu'on prononee dicisé par.
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doit étre multiplié puar le nombre. Exemple : 105 divisé par 7, on trouve
pour quotient 15; si l'on multiplie 105 par 4 et qu'on divise par 7on
trouve pour quotient 60,

1I. En supposant encore le dividende divisible par le diviseur, si I'on
multiplie le divisenr par un nombre entier, et si le quotient de la nou-
velle division est encore entier, ce dernier quotlent sera le premier divisé
par le nombre entier.

En prenant la définition simple de la division , savoir, que le quomm
exprime combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende, on
voit qué si Je diviseur est mnlhphé par 2, il sera contenu deux fois moins
dans le dividende ; sil est renda trois fwﬁm‘ms&, le dividende le con-
tiendra trois fois moins ; en général que si le divisear est multiplié par
un nombre le quotient sera divisé par ce nombre.

150 : 7 = 20
- " - 140 TS =4
- F=120:5

(A) Des delu:pnnugnqm précédent on conclut que si le quotient d'une
division est entier, en multipliant le dividende et le divisenr par un
nombre entier, le quotient ne change pas de valeur; de méme, si I'on
divise le dividende et Je divisenr par un entier, ce quotient ne change
pas de valeur. * =

L 0N 518X 5=T, 50:8=71

Quand le quotient d'une division n'est pas entier, nous avons vu gu'on
trouve le quotient approché & moins d'une unité; alors le reste de la divi-
sion ext plus petit que le.diviseur ; ¢'est 1a désormais ce quiil fant entendre
par veste d'une division.

Cela posé, on doit modilier le premier principe; quand il y a un reste
dans une division, il peut se fuire qu'en multipliant le dividende par un
nombre entier le quotient défini comme nous Pavens dit ne soit pas le
premier quotient multiplic par le sombre eutier.

111 : 7 donue ponr quotient 15 ﬂﬂmteﬁ

Si nous muhtn'bons 111 par § sans Mgel le diviseur 7, le quotient 15
sera multiplié par &, et le reste 6 sera ussi multiplié par & ; ce sera alors
24; or, 24 n'est pas plus petit que 7, donc on pouvra encore diviser 24
par 7, ce qui donnera le quotient 3 qu'il faudsa ajonter a 605 on voit en
cffet qu'en divisant immédiatement 444 par 7 on trouve (3 pm quotient
et 3 pour reste.

I1L. Si Y'on multiplie le dividende et le divisenr par le méme nombre,
le quotient ne change pas de valeur, mais le reste est multiplic par
ce nombre.

g i
e e T
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En effet si du dividende je retranche le reste, jobtiens un nouvean
dividende qui wnﬁez.l;t_'-ma‘emeua le diviseur, et alors on retombe sur le
principe (A); mais en negligeant le reste on n'a pas en le dividende
donné; ainsi il faut que ce reste soit multiplié par le nombre entier: or
dans ce cas on voit bien gue le nouveau diviscur est plus grand que le
reste ainsi multiplié,

- 141 = T¢1540 -
444 =215 434

0 était plus petit que 7, 24 est plns petit que 28, Ce qu'il fallait démon-
trer.

N'oublions pas que I'on a tonjours pour objet en frithmétique de sim-
plifier les caleuls; or quatre remurques sur la division doivent étre faites a
ce 5“]2:

19 Si le divisear est un nombre d'un seul chiffre on fait 1a division d'une
maniére rapide.

Mais ici une observation doit étre faite sur une efpression fréquem-
ment employée. Nous entrerons dans quelques détails.

G est six fois plas grand que l'onité; évidemment 1 est six fois plus
petit que 6; on dit simplement que 1 est le sixiénie de 6.

Prendre le sixieme de 6 c'est trouver uu nombre six fois plus petit
que 0. =

On congoit donc gu'on peat demander le sixiéme de 12, le sixieme de
18, efe.; c'est pour cette raison qu'on du: gue si lan dx\rwe un nam.hre
par 6, on en prend le sixiéme.

Soit 4 diviser 5784 par 6 : nous dirons le sixiéme de 57 est 0 pour 5% et
il reste 3; 3 suivi de 8 donne 38, le sisiéme de 38 est 6 pour 36 et il
reste 2; 2 suivi de & donne 24, le sixiéme de 24 est 4 et il reste zéro, On
écrit 1é quotient sous le dividende, les chiffres des restes successifs sont
retenus dans la mémoire.

Opération. 53786 : 6
Quotient 0904 :

2° Quand le diviseur est formé d'un grand nombre de chiffres il cou-
vient de faire les multiples de ce divisear par les nombres d'un seul chiffre
comme dans la multiplication pour le casanalogue, et alorson trouve ra-
pidement les chiffres successifs da quotient, et les multiples étant déja
formés, les soustractions peuvent se faire de suite.

30 Pour diviser un nombre par un produit indiqué de plusicurs factenrs
il suffit de diviser ¢e nombre successivement par les factenrs du produit.

Pour fixer les idées, je prends le dividende 840 et le diviseur 35¢7%5,
on yoit en cflet que 870 divisé par 105 étant égal a 8, en divisant 840 par

P, Wy — i W e—— . — — R T NN LN e W
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3 on tronve le quotient 280, en divisant le quotient par 7, on trouve le
quotient 40, pnis en divisant §0 par 5 on trouve 8.

Mais il faut donner une démonstration mdépemhma de la preuve par
le calcul, je m’appuic sur une définition et sur un principe.

Voici cette définition ¢ le quotient est le nombre qui mulhplieplr le
diviseur donne pour produit le dividende.

Et le principé est celui-ci : pour multiplier un nombre par un produit
de plusieurs facteurs il suffit de multiplier ce nombm successivement par
les facteurs du produit, -

Soit donc le quotient obtenu en divm;mvmtmnlu
quotients obtenus par les facteurs 3, 7 et 5, on lindique ainsi au moyen
de parenthéses

[(840:3)-7]: b
au lieu de multiplier ce quotient par 3>(73<5, immédiatement, je multi-
plie successivement par 5, 7 et 3, jobtiens successivement (880 : 3) : 7
840 : 3, et enfin 840; le principe est donc démontré. Ce principe est
d'une application continuelle; nous examinerons dans les notes le cas oi
les divisions donnent des restes,

Bq&mmuvﬂmd pourta eﬁeuﬂhdeoonmlm tous
les facteurs d'un nombre et qu'il sera nécessaire de reconnaitre si un
nombre est divisible par un nombre d'un seul chiffre; ces xecherches et
les principes quon en déduit forment une partie (rés-importante de
larithmétique a laquelle on a donneé le titre général de oivismiire.

Des nombres comme 2, 5, 11, 23 n'admettent aucun diviseur; il est
utile de conuaitre les nombres de cette nature, on les nomme premiers
absolus ou simplement premiers; ainsi un nombre premier est celui qui
n'a d'autre diviseur que lni-mémée ou l'unité. .

42 Si l'on voit que le dividende et le d.lﬂlﬂl.l' sont divisibles _par un
méme nombre, les deux termes de la division peuvent étre débarrassés
de ce diviseur commun, puisque le quotient ne change pas alors.

On congoit gue cette simplification conduit a rechercher le plus grand

commun, diviseur entre deux nombres, reduan:hc qui donne lieu a des ré-
sultatsextrémement utiles dans plusieurs parties de la science desquantités.

WECHERCHE DU PLUS GRANSD COMMUS Dii"m.

Principes préliminaires.

10. Premicr principe. La somme de deux multiples d'un nowbre est un
multiple de ce nombre, et en général la somme de tantdemultiples d'un
nombre qu'on voudra, est un multiple de ce nombre.

En effet , cette somme est encore le nombre donné répété un nombre
entier de fois.

Par exemple si jajoute 7 fois 15 a 3 fois 15, puis i cetle somme 6 fois
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15 et encore 2 fois 15, j'aurai 7 fois + 3 fois + 6 fois + 2 fois 15 ou bien
18 fois 15 qui est un maltiple de 15.
On énonce plus souvent ce prmapadaoettemanm =
8i un nombre divise toutes les parties dune somme, il divise atersi la somme.
Corollaire. 1° Tout divisenr d'un nombre divise tous les mullipiﬂ de
ce mombre, et inversement; 20 WMahvmble par un autre est
divisible par les diviseurs decetautre. e
1° En effet si un nombre en divise unautre, ce ﬂmﬁflﬁu étre con-
sidéré mhpmdmt du diviseur par le quotient; ainsi 382 divisible
par 6 est égal a 6 X 97. Si je multiplie 582 par 8, le quotient 07 sera
multiplié par 8, donc 0 divisera encore le produit de 582 par 8.
20 Sijai leproduit de plusieurs factenrs 5 37X 8 X § X2 X 14.
Le produil 11760 est divisible par chacun des factears, ou, si 'on veat,
par les produits deux i deux, trois a trois, quatre a quatre de ces facteurs.
Or le dividende d'une division est égal au diviseur multiplié par l¢
quotient, ou bien, an quotient multiplié par les factenrs successifs da di-
viseur. Donc tous les factenrs du diviseur sont diviseurs du dividende.
En un mot les deux parties de ce oorollnre ne forment au fond qu'une
1 senle remarque.
Deuziéme principe. La difiérence de deux multiples d'un nombre est
un multiple de ce nombre.
En effet, si d'an nombre entier de fm un nombre j je retranche pla-
| sieurs fois ce nombre, j'obtiens encore nn nombre entiér de fois ce derniex
Exemple, de 36 je retranche 28, c'est-i-dire que dé 0 fois §je retranche
7 fois &, jeuvuveol‘ohmo&m 7 fois 4 cest-a- dire 2 fois 4.
Un endnce enmre l:l pmupt decette

de ces parties divise I'autre partie. |

De ces deux principes ef da tomlhu'etm deéduit ces corollaires tres-
importants :

Tout nombre qu1 divise le dwuieude et le divisenr, divise lereste de la
division, et inversement tout nombre qui divise le divisear et le reste,
divise le dividende.

Ainsi 7 divise 161 et 28; il divise le reste 21 de la division.

En effet, 7 divise 28, donc il divise le multiple 28¢5, 7 divise donc une
somme 161 et 'une de ses parties 38)(5; 7 divise donc I'autre partie 21,

Inversement 6 divise 48 et 276, divisant le veste de la division dans
laquelle276est le dividende, 48 le diviseur et 36 de reste, 6 divise 276,

En effet 6 divise 48, donc 6 divise 48 X5, 6 divise par conséquent
les, deux parties 36 et 48 X & de 276, done 6 divise 276. ]

Ainsile dividende et le divisear ont lesmémes diviseurs que le divisenr :
et le reste. :
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De la le procédé employé pour trouver lé plus grand commun diviseur
de deux mombres ou de plusieurs nombres, On nonfme plus grand
commun diviseur entre déix nombres ou plusients uombres le plus grand
de tous les divisears communs a ces nombres.

Soita chercher le plus gund comman_ diviseus eritesles dews nonbres
548 et 230.

Le plus gmnd commun diviseur doit diviser 238, il ne peut doric étre
plus grand que 236. Si 236 divisait 548, il serait lai-méme le plus grand
commun diviseur. 11 est donc patarel d'essayer la division de 548 par 236.

236 ne divise pas 548, la’q'lwtmnt ent 2 et le reste est 76.

S 548 | !30
16 _,if_:_.-, e

230 n'est dope pas lapllujmd g\nmnm diviseur des deux nombres
donnés ; maisl'opération faite peat nous servir.

En effet tons les diviseurs communs a 548 et 236 sont aussi divisenrs
de 236 et 70. Et réciproquement tous les diviseurs entre 230 et 76 sont
diviseurs de 236 et 58 ; donc le plus grand commun diviseur de 548 et
236 est le méme gque-celui de 230 et 76. Ainsi nous devons chercher le
plus grand comimun diviscur entre 236 et 76; ce qui est plus sunple que
de chercher celui des deux nombres donnés; il fant diviser 236 par 70, le
quotientest 3 et le reste est 8.

Un raisonnement semblable au précédent conduit & chercherle plus
grand commun diviseur entre 76 et 8, dans cette opération nouvelle
le quotient est 9 ct le reste est &; je divise encore 8 par ¥, le quotient est
2 et le reste est zéro. Donc & est le plus grand commun diviseur entre 8
et &, il est done le plus grand commun diviseur entre 8 et 76; par suite §
est le plus grand commun diviseur entre 76 et 230, et enfin 4 est le plus
grand commun divisear entre 236 et 548,

Pour placer successivement les restes des divisions, ces restes étant
successivement les diviseurs, on dispose I'dpération conmy ci-dessons :

ml 216 l m
w| 8 |

En un moton écrit les qnotiénts au-dessus des diviseurs mﬂupoudmm.

11 pent arriver que denx nombres n'aient pas d'antre diviseur commun
gpue I'unité, exemples 9 et 16, 18 et 25, les deux nombres sont premicrs
entre eux,

Quand on cherclie le plus grand commun diviseur entre denx nombres,
si le reste qui précede le dernier reste zéro est différent de 1, les deux
nombres ont un plus grand commun diviseur.
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Dans lecas contraire, ¢'est-a-dire quand lemw precede 0 est 1, les
deux nombres aoulgnﬁul entre enx.

Les téuproqnum vraies.

Ainsi quand deux nombres ont un plus grand commun diviseur, I'a-
vant-dernier reste n'est pas I'unité, et quand deax nombm mtmm
entre eux, l'avant-dernier reste est 1.

Cette derrdiére remarque nous permet dexpnmer que dm nombres sont
premiers enire ¢ux.

On voit par ¢e qui précede quelle est la régle a suivre pour trouver le
plus grand commun diviseur entre deux nombres. On peut simplifier los
opérations de deux maniéres :

1* Si deux restes consécutifs ont un facteur commun, on peut diviser
ces deax nombres par leur factewr commun , et opérer ensuite sur les quo-
tients obtenus ; Vopération terminée , on multiplie le plus grand commun
diviseur entre ces quotients par le facteur, comme cela résulte de la re-
marque suivante.

Si on multiplie deux nombres par un facleur, et si on cherche Te plus
grand commun diviseur entre les produits , ce plus grand commua. divisewr
seradgal au plus grand commun diviseur primitif multiplié par ce facteur.

Car dans une division, si je multiplie le dividende et le diviseur par un
facteur, le reste est multiplié par ce facteur.

Ainsi dans les divisions successives qu'il faut faire pour obtenir le plus
grand commun diviseur, tous les restes sont maltipliés par le facteur, donc
I'avant-dernier reste, cest-a-dire le plus grand commun diviseur est
maltiplié par ce facteur. -

LEremple :
iR et 30

1 1 1 2

8 a0 i8 12 6
18 19} «6-]..0

Je multiplie 48 et 30 par 7, il vient ;
837, 307 et 18T,

Je divise 3037 par 18¢7, le reste 12 est multiplié par 7 et ainsi de suite;
le plus grand commun divisear est done 03¢7. Ce qu'il fant démontrer.

Done je pourrai diviser immédiatement 548 et 230 par 2, ce qui me
donne 274 et 118, Popération est ainsi simplifiée, car la recherche dn
plus grand commun diviseur entre 274 et 118 est plus facile que cette re-
cherche du plus grand commun diviseur entre 548 et 256,

Tout nombre qui én divise denx autres divise lowr plus grand commus
diviseur.

. .-ﬁ‘_J'!I Mo talein e
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En effet, tout nombre qui en divise denx antres divise le reste de la
division du plus grand par le plus petit; ce nombre divise done & son tour
le reste de Ja division du plus petit nombre et du reste; il divise done
ainsi tous les restes quon obtient en cherchant le plus grand commun di-
viseur entre les denx nombres donnés; donc il divise le dernier reste,
c’est-a-dire le plus grand commun dlﬂuur.

Prenons pour exemple -

174 et 48, 3 divise ces deux nombres; donc il divise 30 puis 18, puis 12,
puis enfin 6. Ce qu'il fant démontrer.

11. Des considérations qui preccdcnt nous déduisons un des principes

fondamentaux de Varithmétique,

Principe « Si un nombre divise un produit aemmw eit
premier avee Uun des fucteurs du produit, il doit diviser Uautre fadcur >
15 divise le produit 453¢28, 15 est premier avec 28, je dis qu'il divise 45.

En effet 15 et 28 sont premiers entre eax ce qu'on exprime aingi :

28 et 15 ont pour plas gr;md commun divisenr 1; exprimons que 13
divise 28345 on 453¢28, ce qui est le méme produit, pour cela multiplions

28 par 43, muis en iéme. mmﬂﬁpﬂ'am 15 par §5 et par suite
1 par 45, en un mot nous pourrons écrire 28345 et 15345 ont pour plus
grand commun diyiseur 1>¢45; or, 15 se divise lui-méme, done il divise
155 §5 son multiple, par kypothése il divise 28545, donc il doit diviser 45

Ce quil fallait démontrer. v

On déduit de ce principe mf&e conséquence gue i un nombre premier
absolu divise un produit de plusieurs facteurs, il doit diviser un des facteurs
du produit. 7 est premier absolu; sl divise 213831512, il devra
diviser un des facteurs du produit; en effet le produit des facteurs donnés
peut étre considéré comme un produit du facteur 213¢8<15 et du fae-
teur 12, ce qui raméne au principe précédent, comme nous allons le
voir.

7 étant premier absolu, £l ne divise pas 12, c'est qu'il est premier avec
12; done 7 devra diviser 213¢8><15.

Mais alors 7 devra diviser 203¢8 ou 15; or il est premier avec 15,
donc on voit enfin qu'il deyra diviser 21. Ce qu'il fallait démontrer.

De la encore ce nouveau principe :

Un nombre w'est décomposable que d'une seule maniére en factewrs pro-
wiiers; ce quw'on dnonce encore ainsi : denx nombres ne peuvent éire égaux que
s'ils sont composés de part et dautre des mémes facteurs premiers,

Par exemple 7 est F'un des facteurs premiers du premier produit, il
divise donc ce produit; par suite on voit qu'il doit diviser le second pro-
duit qui est égakau premier; il doit donc diviser I'un des facteurs pre-
micrs de ce produit,
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En effet, tout nombre qui en divise deux auntres divise le reste de la
division du plus grand par le plas petit; ce nombre divise donc i son tour
le reste de la division du plus petit nombre et du reste; il divise done
ainsi tous les restes qu'on obtient en cherchant le plus grand commun di-
viseur entre les deux nombres donnés; donc il divise le dernier reste ,
¢ 'est-a-dire le plas grand commun diviseur.

Prenons pour exemple : - 3

174 et 48, 3 divise ces deux nombres; donc il divise 30 puis 18, puis 12,
puis enfin 6. Ce qnumm&ﬁ“ g

11. Des considdrations qui précédent nous déduisons un des principes
fondamentaux de l'arithmétique. e —

Principe : Si un nombre divise un prodm‘: drmmuﬁut
premier avee Pun des facteurs du produit, il doit diviser autre facteur.

15 divise le produit 453¢28, 15 est premier avec 28, je disqu'il divise 45.

En effet 15 et 28 sont premiers entre eux ce qu'on exprime ainsi :

28 et 15 ont pour plus gr‘ud commun diviseur 1; exprimons que 15
divise 283¢45 ou #5328, ce qui est le méme produit, pour cela multiplions

" 28 par 45, mais en méme temps nous multiplierons 15 par 45 et par suite
1 par 43, en un mot nous pourrons éerire 28XCES et 15)¢45 ont pour plus
grand commun diyviseur 1345 or, 15 se divise lui-méme, donc il divise
153 #5 son multiple, par kypothé:e il divise 285¢45, done il doit diviser 45

Ce quil fallait démontrer. .

On déduit de ce principe cette conséquence gue «i un nombre premier
absolu divise un produit de plusieurs facteurs, il doit diviser un des facteurs
du produit. T est premier absolu; s'il divise 21CEX15312, il devra
diviser un des facteurs du produit; en effet le produit des facteurs donnés
peut étre considéré comme un produit du facteur 21 X8X15 et du fac-
teur 12, ce qui raméne au principe p.l'ecédent comme nous allons le
voir.

7 étant premier absolu, s'il ne divise pas 12, c'est qu'il est premier avec
12; donc 7 devra diviser 208 15.

Mais alors 7 devra diviser 213¢8 ou 15; or il est premier avec 15,
donc on voit enfin qu'il devra diviser 21. Cequllfallnt démontrer.

De la encore ce nouyeau principe :

Un nombre w'est décomposable que d'une seule maniére en facteurs pre-
wiers ; ce qu'on énonce encore ainsi : deux mm&ru e peuvent étre égaux que
s'ils sont composés de part et d'autre des mémes facteurs premiers,

Par exemple 7 est 'un des facteurs premiers du premier produit, il
divise donc ce produit; par suite on voit qu'il doit diviser le second pro-
duit qui est égal au premier; il doit done diviser I'un des facteurs pre-
miers de ce produit,

—

T R = _WI_ e gl
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Or un nombre premier n'est divisible que par lui-méme ou I'anité,
done 7 se trouve parmi les facteurs premiers da second produit.

On peat débarrasser de ce factenr les denx produits égaux; les quotients
ne peavent avoir que des facteurs premiers égan et ainsi de suite.

Doncleoﬂi:prodmlsdq mmtepi:qne s'ils
wntmﬂgﬂdﬁmm' =

Si le nombre premier T est 3 fois dans le pmmerploinzt il devra -

entrer aussi 3 fois dans le second: donc on a cet énoncé général : deux
nombres épune peuvent se dewmyomqm d'une seule maniére en
facteurs premiers ; chacun d'eux élevé a ﬂu puissances égales de part et
d'antre.

Si deux nombres sont premiers entre eux, tnat.u les puissances de ces

deux nombfes donnent de nouveaux nombres qui sont premiers entre eux.

On peat considérer le plus grand commun diviseur entre dewx nombres
comme le produit des facteurs premiers communs & ces deux nombres.
Pour le prouver il suflit de démontrer gu'en divisant deuxr nombres par
lteur plus grand commun diviseur les quotients obtewis sont premiers
entre eurx.

En effet mlllhplmns par ces deux quotients le plus grand commun di-
viseur, nous retronvons pour pmdll.lts les deux nombres donnés ; mais en
supposant que | les deux quotients aient un facteur commun, poar mul-

tiplier le plus gmd commun divisenr par les denx quotients, on pourrait
le multiplier par le facteur commun. des deux quotients et les produits par
les autres fnctcm de ces deux @Mdﬂx nombres dmnu nrnent

ne x  grand que le pla :
supposé, ce qui est absarde, done les deux quotlmls sont premiers entre
eux.
12, Ro‘&m em:\mvc!dﬂnrdﬁ!""= s

1o Pour quun nombre entief en divise un autre lI faut quil ne con-
tienne pas.d'autres facteurs premiers que ceux contenus dans cet autre, et
ces facteurs a des puissances plus elcvéu que celles auxquelles sont élevés
les facteurs du dividende.

En effet le dividende est égal an dmscnr multiplié par le quotient ;
donc le dividende mnuent, non-seulement tous les facteurs du diviseur,
mais encore cenx du quotient, done le diviseur ne renferme pas de fac-
teurs premiers gui nesoient compris dans ceix du dividende.

La seconde remarque est pout ainsi dire la premiere un pen modifice.

Pour qu'un nombre entier soit divisible par un autre nombre , il faut
quil contieune les factenrs de cet autre élevés au moins a des pnissances
egales a celles des facteurs premiers contenus dans get an

La démonstration précédente convient a remarque.

Ces remarques permettent de résoudre denx o trh-impomru.
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PRESIEN PHODLEME.

Trouver te plus grand commun diviseur de  plusieurs nombres.

Ce plus grand commun diviseur est le prodait de tous les facteurs pre-
miers communs & tous lesnombres, chacan d'eux élevéala plus petite puis.
sance a laqueHe il soit élevé dans tous les nombres donnés, car daprés
la définition il doit diviser tons les nombres, ot il doit étre le plus grand
de tous les diviseurs communs. :

Pmmm hs-g-ams nombres decanen leurs factenrs
preiiers 3 s

e‘xslx.?x'r :
ol T st ey P wmxwx"'
BHEXT e =i’

B XXX T X T

Le plus grand commun diviseur est PCENT,

En effet, il divise les qnatre nombres, et s'il contenait (agtres
facteurs, soit égaux, soit inégaux , il ne les diviserait pas tous.

On emploie un autre procédé pour trouver le plus grand commun di-
viseur entre plusienrs nombres ; soit par exemple & trouver le plus grand
commun divisear entre les nombres 360, 504 et 603.

On cherche le plus grand commun diviseur entre 360 et 504, puis ou
cherclie le ylns grand commun diviseur entre ce nombre obtenn et 603, et
le plus grand comman divisear obtenu est le plus grand commun diviseur
demandé. En effet ce nombre divise 003 et le plus grand commun divi-
seur entre 504 et 300; done il divise les trois nombres; mais le plus grand
commun diviseur entre les trois nombres doit diviser le dernier plas grand
commun diviseur obtenu dans ce nombre , il est bien le pl com-
mun divisenr demandé , car ces deux plus grands commauns diviseurs se
divisent 'un Tantre. Ainsi il faut trouver le plus grand commun divisear
entre les deux premiers, d:eh;_iﬂ‘ie plus grand commun diviseur entre
ce nombre obtenu et le troisiéme, puis le plus grand commun diviseur

entre ce nombre obtenu et le quatriéme, etamiilfw’me

- g

nnq_ﬂ_;!s'mm

Trouver le plus petic nombre exactement divisible par ptumln ‘nombres,
ou, en d'autres tevmes, trouver de plus pm\' mﬁkdc plusieurs nwombre:
donnés.

Gaplus petit multiple doit renfermer mhﬁmmmﬂ
dans les mmbmdnm.a il ne doit eontenir que ces tn:l.em):nm
pour étre le plas petit , d'ou cette régle : i

lambmd.mnb ntdemweulmufumpmmle
plus petit multiple est le produit de tons les facteurs premiers contenus
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dans les nombres, chacun dum uvpc le plus . hg_p;,mosanz avee lequc!
il se trouve dans les W

Prenons les mémes nombres que ceux dn prol:leme pwced,e

S 2T
T - !axy_xn!'xja -
: BXXT
v BRI XTI T r

Le plus petit multiple est 2*3< 323X5° X T 3 113313 417 1

jﬁws vagoqu %1 quil utntils de uvon.a'&ompow\" lm mmbrc
en ses fw premiers. Mais pour cela il faut connaitre une table des
nontbres premiers. Voici le gmédc quon emploie pour former une table
de mombres premiers compris entre 1 et 1000 par aumple {Grible
d'Eratosthéne) on éerit la suite naturelle des nombres impairs aprés 2 car
tous les nombres pairs sont divisible par deusx,

De cette maniére : =

1!857.01113 151119!1;3325%1!0&. 007, 999

On compte de 3 en 3 a partir de 3, ainsi on trouve 9 que I'on souligne,
puis 15, puis 21, etc., tous ces nombres sont divisibles par 3: car si Fon
tenait compte des nombres pairs, ¢'est comme si I'on comptait encore de
6 en 0 & partir de 3. On compte ensuite a partiv de 5, de 5 en 5, puis
a partir de 7, de 'I'I.pmsdelienﬂ et ainsi de suite en ne tenant
pas compte des nombr ligz 0 lea nomhres qm nont pas éte
soullgxwa ainsi sont dea nombr - - :

pressions ﬁ%

dum

ou non.

Cherchons par exemple si le nombre (41 est premier absolu.

11 estnaturel de penser qu'il faudra essayer toutes les divisions de 641
par les nombres premiers plus petits que 041 ; cependant une remarque
prouvera que cela n'est pas nécessaire.

Quand une division donne pour quotient un nombre entier, le qmmem
est aussi bien un diviseur du dividende que le diviseur lui-méme.

Or, admettons que cherchant les diviseurs de 641 sans qu'on ait pu
en trouver encore, on soit parvenn & un quotient plus petit que le diviseur,
et quil y ait un reste: je dis que 041 sera premier; effet en essayant
les nombres plas grands que le divisear, on trouvera un quotient plus
petit que le précédent ; or si ce quotient était obtenu sans reste, il serait
diviseur de 641, il serait plus petit que les *nhmmyéi d'abord, eo
qui est contraire i la supposition ; ainsi 641 serait premier.
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On trouve en effet qu'en divisant 641 par 20 sans avoir encore rencon-
tré de diviseurs, le quotient est 22 avec un reste 3.

641 | 20
6t 3B 6 =203<22}-3
3

13. Pour terminer les problémes relatifs a cette partie de Varithméti-
que, il nous en reste deux a résondre :

1° Décomposer mm_@wﬂ@cum premiers.

2° Trouver tous les diviseurs d'un nombreet le nombre de ces diviseurs.

10 Soit donné le nbmbre 5050, pour mettre de Fordre dans cette opé-
ration nous prendrons les facteurs premiers successifs 3,8, 5, 7, etc., sous
le nombre 5040 nous éerirons le premier quotient et @ dnﬂ;kgmm
dwmnr, puis nous opérerons sur le quotient comme sur le nombre
d.onm&etugladcm On éerit d'abord 1.

5040

1200

030
o - SOV - s
s 3 T

i 1

35
!
=1
5080 est donc égal 4 223X 51T,

26 Tous les diviseurs de 5060 ne pourront se composer que des facteurs
2,43, 5,7, combinés entre eux un a un, deux a denx, ete.

Pour trouver tous ces diviseurs on dispose les facteurs sur plusienrs
llgnes horizontales en commencant dans chacune de ces lignes par 1,
puis ‘par le facteur ; ensuite, ce facteur élevé a Iapmm!s‘ll ¥ a lien,
puis a la puissance 3, ete.

On multiplie ensuite tous les nombres de la premiére ligne par ceux de
la seconde, puis les prodaits abtenus par les nombres de la troisiéme
ligne, et ainsi de suite.

Indiguons ces opérations : : i

oAy By R, 2
1 3
1,
-"'

Ainsi, on multipliera 1,2, 2, 23, 3% par 1, ce qui donne ces nombres

x-mémes; puis on multiplie cette premiére-ligne par 3, et cette pre-
miére ligne méme par 3% Kes trois séries de produits étant obtenues, on
les multiplie par 1 et par 5, et ainsi de suite.
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On a de cette maniere <

1,0 99 0% s‘-"ixa 25¢38, :'xa s’xs B3
13¢38, 3588, i, 350, e, -
13¢5, AXH, ¥X5, i‘x-'u i‘X’S‘ 3Xs, ixlxi ete.

Tous ces produits sont dxﬁérm yime qu'ils se composent M&m.rs
premiers différents | ou des mémes facteurs premiers élevés a des puis-
sances différentes. .

Aumoyen de cette indication , on peat wouver 1 nombie de tous les
diviseurs, en § éomprenant 1 et 5050,

Ce nombre est égal au produit gu'on obtient, én multipliant entre enx
les exposants des facteurs premiers, chacan d'eux étant angmu d'une
unité, ce seraalors : (4 +1) (241) (1 1) 1 1.

En effet, 14 premiére ligne donne 5 divisenrs : en mnltiplianl. par clia-
cun des nombres de la seconde ligne, on obticnt a chaque fois 5 diviseurs;
on obtient donc 8 fois 5 diviseurs, c'est-a-dire 15, Ces diviseurs, mul-
tipliés par chacun des nombres de la troisiémé ligne , donnent autant de
fois 15 divmnrsqull v a de nombres dans cette troisiéme , ¢'est-a-dire
2, et ainsi de suite.

On voit que P'unité placée en t&te de chaque ligne horizontale est in-
dispensable; car, sans cette précantion , on umratqueduﬁdcmwm
posés,, et point de facteurs simples.

Ainsi, 5040 aura 00 diviseurs, ¢a y comprenant 1 et 5040.

On dispose les diviseurs autrement , en se servant de la décomposition

en facteurs premiers: .. .. .. GRS R
5080 | 1 1 :
2520 | 2 2
1200 [ 2 | &
030 9 * R i A &
315 | 2 | 16
1056 | 3 3, 0,.12,:34, 48
35 [ 3| 0,18, 36, 72, 144
715 | 5, 10, 20, %0, 80, 15, 30, 60, etc.
T 7, 1§, 28, 56, 112, 21, 42, etc.

14, La décompasition d'unnombre en sesfactears premiers conduita cher-
cher si un nombre est divisible par 2, par 8, par 5, par 7, par 11, ete.

D'an autre cOté , il est utile dans bien des cas, par exemple dans la
recherche du plus grand commun divisenr parle procédé de la division
de reconnaitre si un nombre est divisible par les nombres simples 1, 2, 3,
4, 5, 0, jusqu’a 30. On cherche mcaucteru pour tous ces nombres, ex-
ceptépolum 17,10, 23 et 20. ¢

Nous savons , an reste, que pour gn'un nombre soit divisible par un
antre, il faut qu'il soit divisible par les facteurs premiers de cet autre.

3
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Nous pouvons démontrer aussi ce nouvean principe, que si un nombre
est divisible séparément par des nombres qui sont touspmmms entre eux,
il est divisible par le produit de ces nombres. ~

Si un nombre 5040 est divisible par 8, par 3, par & etpnr?,le dis
qu'il est divisible par leur produit : 8335 7.

En effet :
5040 =8 315

Mais 5040 est diyisible par 8, donc 8 X< 315 utﬂmuepars.m.sm
premier ayec 8, done 3 doit diviser 315; ainsi, jai 3!5_8_)(,105.,9.:
suite , m==9><3>(105. =)

On trouys il

est égal i 5513, done
BXIXIXT. Cequl fallait démontrer.

g i Wi s el o S, —re -

CARACTERES DE

=l -y s

15. Un nombre est divisible par 2 quand son dernicr chiffre a droite est 0 ou
mcksjﬁyw

En effet, 10 est égal a 235, Toumhmdam& cdzvmble
par 2; mais tout nombre de plus d'un chiffre est décomposable en dizaines
et en unités; ce nombre de dizaines est divisible par 2 ; dong, si le chif-
fre des unités est divisible par 2, le nombre lui-méme sera divisible
par 2.

Un nombre est divisible par & gﬂuﬂc nombre formé par ses dewx derniers
chiffres i droite est divisible par &, ou bien, qmdondu:demhuduf-
fres sont deux 0.

En effet, 100=4>25; m.toatnnwbu de centaines est divisible
par &. Ur, tout nombre plus grand gue 100 peat se décomposer en cen-
taines et en un nombre formé des deux res a droite ; done , st
ce nombre est divisible | &.hwm&u sera divisible par .

Exemple : 5728 +g

En remarquant : 1° que 1000 astduw.ble par 8, -

2 que 10000 utdlvmble parts,
on tmlnrafﬂi‘m_ de 18 et par 10,

Si un nombre est term ' , il est &mﬂ.pg‘rﬁ.

En effet, 10=75) 2.

T&tmhaie&amumhcdmnhktpﬁ,dm ete,

8i un nombre est terminé & droite par dewx séros ou par un ‘nombre de
deux chiffres divisible par 35, le nombre sera divisible par 25.

En effet, 100 =25 §, ete.

Faisons observer l'analogie qui existe entre les caractéres de divisibilite
par et 5, det 35, 8 et 125, 10 et 625; cela tient a ce que :




ARITHMETIQUE, LIVRE I. 35

10=3x5’

100=10"= 2" 5' = ;xss’
1000=10° =B X 55 = 8¢ 135 b
10000 = 10*=23¢ 5* =16 > 625 ==

11 serait naturel de donner le uudue de divisibilité d'un nmn'sre par
3. On déduit ce caractére dece hﬁmﬁ.am eommen-
cﬂumw:ﬂtmll le caractére de divisibilité par 0.

10 est an maltiple de 0 plus 1, lBOestégalaﬂ'D plus1; mw
un multiple de 0 plus 1.

Engdndfai adelmu.mdzmtdemngmﬁu mu;—
tranche 1, on trouve pour reste antant de 0 qu'il y avait de zéros dans le
nombre; done, mgénénl Tunité, mtmd’unmmhmaam
eatunmlhpledeoplu 1. 2.fois10 on 20 est un multiple de 0 - 2; 3 fois
10 on 30 estun multiple de 0 4-3. 4

400 est un multiple de 9 & &
5000 est un maltiple de 9 4+ 5
En général, tout chiffre suivi d'un certain nombre de zéros est un
multiple de 9, plus ce chiffre.
Soit a reconnaitre si lenombre 5§63 est divisible par 9, ce nombre est
décomposable de la maniére suivante :

e B o, Wil e 8 s s
. o id. d, 6

En faisant la somme d'une maniére convenable, on trouve que 5408 est
égal a la somme de & multiples de 9, plus la sorame des chifires significa-
tifs du nombre, c'est-a-dire a 18, Si 18 est divisible par 9, le nombresera
divisible par 0, d'ou cette regle :

Si la somme des chiffres significatifs est © ou multiple de 9, lo nombre
sera divisible par 9.

Pour application, onopére sur la somme des chiffres significatifs comme
‘sur le nombre lui-méme.

Le procédé général employé pour reconnaitre les caractéres de divisibi-
lité par un nombre, consiste a décomposer les nombres en multiples du
diviseur mﬁ,mamawhmmm&

Ainsi, nous avons dit :

- 5000=NM¢ de 045
== .'m_utd.n_'_‘. ete.
Or, on congoit que toutes les fois quen faisant In somme des parties

non divisibles, on trouye un multiple de 9, on pourra le réunir & ceux
déja considéres.
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Mais cette maniére d'opérér sera trés-simple, car en faisant la somme
des chiffres successifs dn nombre, on trouvera en;enéul un nombre de
denx chiffres.

Prenons un exm'fple__:,"

2 mﬂm1° =

Nous dum 6 et 1 fout 7 et 8 font 15; mhm ‘deretrancher 9 de 15,
nous dirons : 1 et 3 font 6; on continuera en disant : 6 et 2 font 8, 8 et
5 font 13; 1 et 8 funt &, et 7 &ntﬂ 1 et 1 font 2, !eﬂfonti deth
font 8, 8 et font 13; 1 et 3 tonuetm 9,

Ce nombfeeﬂtfm p-“ﬂ s

d la somme du chfel d'un nombre ﬂ'} m‘n a‘! cnnombu-
u{d‘w:ﬂﬁw& :

Eu effet, 3 est diviseur d&9. Or, un nombre peut se décomposer en
deux parties, I'une divisible par 9, I‘alﬁmm des chiffres
significatifs, mais la partie divisible par 0 est divisible par 3; donc, si la
somme des chiffres significatifs est divisible par 3, le nombre dnnné sera
dmsahle ynrs

-~ .:._" .,_,.‘--.'-_ s ,_..,... - b

Pmom pour exmp'la o 5232

On dira, en négligeant le chiffre 3 : 2 et 2 font &, si on retranche 3,
il reste 1; au lien de dire : 1 et 5 font6, on retranche 3 de 5, ce qui
donne 2; 2 et 1 font 3; avec un pen d'habitude, cette maniére d'appli-
quer les régles ci-dessus simplifie beaucoup les calculs,

10. Le caractére de divisibilité par 11 est un peu plus compliqué ; cepen-
dant encore, dans ce cas, une remarque pemet d'effectucr les calcals
d'une maniére rapide.

Prenons le nombre de deux chiffres, 81.~ ==

Pour trouver le reste de la division de 37 par I:l“j&ulhuhhl-dﬂ oe
qui donne 4.

Pour le démontrer, je remarque que 10 est égal a 11, diminué de 1 ;
20 est un multiple de 11, diminué de 2; 30 est un multiple de 11, dimi-
nué de 3; mﬂ%@%‘ #’p&wmdwu.dmmnedas
mais 37 est égal a 30 plus 7, ¢ @ 33 moins 3 plus 7, ou bien a
un maltiple de 11 plus 7 moins 3, €'est-a-dire 4 T moins 3 ou 4.

Prenons un autre exemple. Voyons quel est le reste de la division de 02
par 11 : il faudrait, d'aprés le caractére indiqué ci-dessus, retrancher 0
de 2, ce qui n'est pas possible. Mais on peut *opérer autrement : 60 est
égal 4 5 fois 11 plus une fois 11 moins 6; donc le reste est égal a 11—6
on aj.

Ainsi, 62estun multiple de H plus 5 plul 2; done le reste de la divi-
sion de 62 par 11 est 7.

Ty
-
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Fuites la somme des c@mﬁuy impair , faites'ha somme des chiffves
de rang pair , retranches -&r&amm‘e swomme de la premiére, si cela est
possible, si lereste Gw:l‘l ol un mllﬂp'& de 41, le nmm un mal-
tiple de 11. = s el FEe T a

Pour le démontrer , posons ces ___-_'-'___-wmts suivie ma
pa:rdené@qahm multiple de 14 plus .

mlnne d'un mﬁ‘ﬁnpnr de zéros ut“ﬁ mn.ltq:le de 11
mto T el

Soit pris 100, li]ul retranche 1, je trouve 99, qui ést égzal i ﬁtﬁh 11.

Ainsi, 100 est un maltiple de 11 plas 1.

1000 est égala 0000 plus 1; or, 9990 = wooplnsﬁo; lmmdonc un
multiple de 11 plas 1.

Et en général, si, de I'unité suivie d'un nombre pair de 0, ]e‘ re-
tratiche 1, jobtiens un nombre pair de 9; or, nue sédc'ﬁewaplesﬁo
écrits a la suite les uns des antres, dnnnebqinmlm mﬁlhpiedell
donc, enfin, I'npité suivie d.nn nombru pair de 0 est an mnltngle &E‘I’ 1
plus 1. -

En mﬁ"lm, de Fanité saivie dn.n nml:re impair de zéros je
retranche 10, jobtiens une série de couples de 0 suivie d'un zéro. Or, I'n -

nité suivi: d'un nombrei mpmrde zéros est égal & 10 plas un uombre pair
yde 9 sui i e zéro.

Ainsi s 1&0.«@-}”%“. e =t 22
100000 id. 90090 plas 10

suivie d nbre impair dé 2éros est un multiple de 11
plns 10, ou hlen est uu mulﬁple de 11 moins 1,

Soit pmlenombre 573438, - - =

11 peut se décomposer comme il suit - e

plusi moius ;
500000 est un mnluplede & 8 R R
70000 . . .. . % - T
1 S R A R -
BB R A ey LR (ree
e e It -3
B et e + e 8 s
19 | 10

Lanoniin 573428 est donc un multiple de 11, plus la somme dﬂdu.l‘-'

fres de rang impair, moins la somme des chiffres de rang pair.

Ainsi, nous ayonsaretrancher la somme des chiffre de la seconde colonne
de la somme des chiffres de la premiére, c'est-a-dire, 10 de 19, le reste
est 0, done le nombre donné n'est pas divisible par 11, et le reste de la
division de ce nombre par 11 est 0.

e et TSNP, SRS
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On opére ainsi - 573428, Enmmmm«;a‘mp!hdmitededmx en deux ,
on dit: 8 eté font 12, 2 moins | reste 1; 1 et 7 font 8,

‘En commencant au second chiffre a droite, et en poursuivant de deux
en deux, ondit: 2 et 3 font 5, 5 et 5 font 10.

Je ne puis retrancher 10 de 8, mais alors je retranche 10 de 11, ce qui
me donmne 1, et j'ajoute 1 a §, ce qui medonne 0.

1l est bien évident que j'ai pu prendre une fois 11 sur les multiples de
11, pour en retrancher la sornme des chiffves de rang pair.

Prenons un autre exemple -

-rausws

3 et:6 font U et 8, 17, 1dh.1mn,ﬁsutom 10, 10 et 7 font 17,
1de7 neste 0, je mets a part 6. o2 ;
4 etOfont18, 1 de 3 reste 2; 2et 2 font 4, sasﬁont-r 7 de 11 reste
$; 4 et 6 font 10; Ie mhh&ﬂshndnmbnmpuuut
done 10.

hmkmpng.mummmnm pour
faire une preave de la multiplication et de la division dite par 9 ou parit,
nons I'expliquerons bien tot

17. Pml:i:uhmﬂcmwm numbrepar? nous pose-
rons des principes mlognmau précédents. P

Ainsi, nous dirons : ) .

1 est égala : 1
10 est égal i ¥oplos 3
100 est un multiple de 7 plus 2
Puis maintenant, 1000 est un maultiple de 7 plus ©

Ou platdt, 1000 est un maltiple de 7 moins 1
2 10000 id. moins 3

100000 i ‘moins 2
Et encore 1000000 i plos 1

Nous voyons les mémes réstés 1, 3, 2 se présenter périodiquement de 3
en 3 : mais les premiers sont additifs et les seconds sont soustractifs ; ainsi,
nous sommes conduits a séparer la nombre donnéen tranches de 3 chiffres,
a partir de la droite.

Nous considérerons d'abord les tranches de rang impair, puis les tran-
ches de rang pair; dans chacune des tranches, on opére comme il suit :
Le premier chiffre a droite est multiplié par 1
Le second id. 3
Le troisieme id. E

On fait la somme de ces trois produits.
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On fait ensuite la somme Mmmes mmmvgmnt des tranches
de rang impair, et on en retranche la somme pmm* cellesdes tran-
ches de rang pair; ﬁm est Qbimmﬂ%h nombre est
divisible par 7. st

~ Mais la encore nous vcmmmtﬁmde snndumw

Soit pris pour exemple le nombre 32,048,535,

mmmea.aﬁum AT e

< axd 5
| 8%s3 9
; poame Xiies 10
Tranches de rang impair. TR T
' et 9 =&
8X8. _9_
: R TR T
'l"smagdnkale....”" =
o g [:xl ls
ranche ran ir. X8 2
! 6 oXs - 13

~.¥ - ; ]
:— x _.. l' somme Q&llen!é
**Jam&mmwae a]obﬁensponfrule
3; le nombre n'est donc pas divisible par 7, et le nuts de ladivision
c.st 3.

tion q:ul fml retrancher?amumquon l&mmdm le caleal in-
diqué; par exemple, quand je trouve 9, pmwm&a
tement 7, ét il mereste 2. C'est 1a, méme, ce qui est indig B
générale, qui consiste & mettre & part tous les multiples de 7 que l'on
vencontre; je dirai donc: 5 et 2 font 7, que j'ajoute a tous les multiples
de 7 ; puis je passe & 10, qui donne 8, car, d'apres la régle , jai: '

03¢1on0; 158 ond;3et2font 5; en continnant. Au lien de pren-
dre 0, je prénds 2, que jajoute a 6, j'obtiens 7, que je puis ajouter aux
maltiples de 7.

Maintenant, je passe a la tranche de rang pair, et je dis : 8 moins T
veste 1; 43<3 donne 12, ¢'est-a-dire, 2 et 3 donnent 5, et 1 font 6; jai
encore 63¢2ou 12, d'on 5, 5 et 6 font 11, d'out 4; donc le nombre donné
n'est pas divisible par 7, et pour avoir le reste , il faut retrancher de 7, ce
qui donne 3.

Quand un nombre n'est pas divisible par 2, 4, 5, 0, 11, le reste de la
division s'obtient d'une maniere abrégée , comme on I'a pu remarguer,
et comme il est toujours utile de vérifier le produit d'une multiplication
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onluquoﬁnl.d‘mdxmn mﬁnuupmw dite par O ou par 11.

Elle est fondée sur ee principe :

Si deux nombres divisés par un méme divisenr donnent deux restes,
et si I'on multiplic entre eux ces deux restes, en divisant le produit des
denx nomhres donnés parle méme diviseur, on deyra obtenir le méme
rmqnawlmqudonmmhdsmmdumdmtdadeum
restes par le mémed.mmu-

3457=Nle 041

= G45=Drle. 0 + 6

Produit. . . ‘nss‘m=w1- 94-6
= G:::.\)(GI

En effet, les deax faﬂmudnpmhsmtdumwlﬁiswmme
des multiples du diviseur augmentés de leurs restes correspondants.

Ainsi, chaque facteur est composé de deux parties, le produit se com-
ponndnnedsiprnes leattﬁispmmdumul@lﬁdndn-
viseur; par suite, la quatriéme seulement pourra donner un reste qui
sera égal au reste douné par le produit des deux premiers restes divisé

9.

Ce qu'il fallait

Si Yon remarque que le ﬁiﬂémdeutégﬂm miil“dphépu
le quotient, on verra que Ton peut vérifier une division en se servant
des restes du dividende, du éavmet .du guotient divisés par 9 oun
par 11.

Si une division donne un reste, onmmbaumudndnudmde,
etl'on ohﬁentumsnnmhmqm permettent d'appliquer la preuve dite par
9 ou par 11.

Hmnmvnqneuunombma«lm«tdmx&tmumuw
tre eux, il est divisible par leur produit et réciproquement ; ainsi, nous
pouvons dire que nnnnumbreestd.;mblepu 2 et par 9, il est divisible

par9<3 ou 18; que si un nombredoa.; i par 6, il doit étre
it $tag diviaible pr.0, il doit

e ]
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- LIVRE DEUXIEME.

FRACTIONS ORDINAIRES, FRACTIONS DECIMALES,
RAPPORTS ET PROPORTIONS.

18. Nous savons que l'unité est le sixiéme de 6.

Nous pouvons concevoir que I'unité est 6 fois plus grande qu'un
autre nombre, ce nombre sera done le sixitme de 1; de 14 l'origine
des fractions.

On compte par sixiémes comme on compte par unités, on dit done
un sixiéme, deux sixiémes, Lrois sixiémes, elc. ; axsinbmes forment
une unité d'aprés la définition.

Une fraction est une ou plusieurs parties égales de Funité. Deux
termes servant i désigner une fraction, I'un indique en combien de
parl.les égales on a divisé illmté © eal le dénommalenr Iaulre in-

sépare le numéral.eur du denommateur par un tml plm:esous le
numératear. A;msﬁ = est 5 fois la 7 partic de I'unité, ou plus sim-

plement les cing septiémes de 1'unité. L'usage a consacré les expres-
sions moilié ou demie pour un deuxiéme ; tiers , pour un troisieme;
quart, pour un quatritme.

De cette défimlion d'une fraction, on peut conchu'e que si une
division donne un reste, on peut compléter le quotient par une
fraction dont le numérateur serait le reste, le dénominateur étant le
diviseur de la division.

Par exemple je divise 31 par 7, jai pour quolient & el pour resle
3, il fallait prendre le 7* de 31 , je prendrai donc le 7+ de 3, e quo-

tient est donc 4 plus %

Comparaison des fractions enlre elles.
19. Deux fractions onl méme numérateur, laquelle estla plus grande?
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Evidemment c'est la fraction dont le dénominateur est le plus petit :
par exemple, ponr7 et 131 , il suffit de comparer 7 ° 51 1 or il faut
11 onziémes pour former 'unité, tandis qu'il ne faut re 7 seplitmes
pour cblenir cette unité, amsi7 est plus grand que i

Et, en général , on peut dire que si dans une fraction le dénomina-
teur augmente (l¢ numérateur restant le méme), la fraction diminue.
La réciproque esl vraie , ainsi quand le denuminatenr d'une fraction
diminue , la fraction angmente,

Deux fractions mm.mmleur la plus gnnde est évidem-

ment celle qui ale plus grand nm&nmm’ul plus petit que 3

car 3 est plus pelit que 5. Ainsi quand le numérateur d'une fraction
augmente ou diminue, la fraction augmente ou dlmirrue en mema
lemips que son numérateur.

11 est naturel de cherchier ce que devient une. tneﬁohqmndm
numérateur devient 2, 3, 4 fois plus grand, en général quand le
numérateur est multiplié par un nombre , el aussi ce gue devient
une fraction quand le dénominateur est multiplié par un nombre.

Ces remarques nous permeltront de cumpoeer deurﬁuﬁom qui

n'onl ascun wm .

Soit prise la l‘ncﬂmi,

Si Jajem?u?.jméndmnt7quimdwbhda§.
un mot, puisque I'on compte par 7%, comme on ¢ompte par unités, il
en rénlleqn en rendant le numérateur un certain nombre defois plus

grand , la fraction est rendue ce méme nombre de fois plus grande.

Ainsi en multipliant le nurmw&m,ﬁ,ﬂm
est multipliée par ce nombre.
Inversement , si 'on divise le numérateur par un nombre, la frac-

tion est divisée par ce nombre. Prenons pmuemple‘%, si je divise

v A u e

18par91aum;qmesl moitié de g.puwpbﬁ est double de

5 -

Supposons maintenant que le dénominateur d'une fraction soit
vendu 2, 3, 4 fois plus grand: prenons pour exemple é. je multiplie

9 par 2, et je trouve la fraction 1%
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1l faut comparer ;at*?ﬁ ,. or il faut deux fois plus de 18¢me pour
o e 1 3 1

rormarl'umll_bq':ﬂ-.n_e faut de 9%, done reest 2 fois phgpeul que 5.

Je multiplie 9 par 3, jobtiens la fraction 7. Mais o est 3 foi
plu petit que ;,- , done %-mmﬁ rois.p]hmﬂ- pohl quog

Done, en métal, en multipliant le dénominateur d'tme fraction
par un nombre entier, la fraction est rendue ce méme nombre de
fois plus petite, et par suite elle est divisée par ce nombre; done
alors pour diviser une fractionpar un entier, il suffit iamumpher
son dénominaleur par cet entier.
_ 8i inversement on divise le dénominateur d'une fraction par un
nombre, la fraction est rendue ce méme nombre de fois plus grande,

en un mot clle est multipliée par ce nombre. Soit prise la fraction g,

je divise 35 par 5, j'obliens 7 et la fraction devient ?

'gtwmm']ue 7 done ﬁesw fois plus

-r..o-.‘. "~

gundqness.ee qu'on wulultmem :

Ainsi, en résumé, nous avons deux moyens de mndre une l‘meﬁon
un certain nombre de fois plus grande.
Nous avons aussi deux moyens de la renl!re un enrhm nombre de
fois plus petite. : e s s
15 ;

36

Si je multiplie 15 par 2, j'obtiens 3 T4 est deux fois plus grand
15
quam. mais si je divise 36 parﬂ ]obunns-i--, qui esl aussi deux
.. 15
fois plus grand que % On peut raisonner de la méme maniére pour
les autres cas, il faut toutefois observer que la division n'est pas
Loujours appheﬁle
1l résulte des principes qui précédent, que si Fon multiplie les
deux termes d'une fraction par un méme nombre, la fraction ne

Exemple :
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change pas de valeur , ainsi en indiquant sans les effectuer les opé-

rations, nous lrouvonsqm xaesl egnl a 5, car en multipliant le

X3

nmérnleur par 3, la fraction est rendae 3 rou plus grande ; d'autre-
part, en multipliant le dénominateur par 3, la fraction est rendue
3 fois plus petite, elle n'a donc pas changé de valeur.

Une fraction ne change pas de valeur, guand on divise ses deux
termes par un méme nombre , ce qui conduil a simplifier une frac-
tion quand on apeng,osl un facteur commun aux deux termes (voir &
la les simplifications ct les principes
sur les fractions irr

educm;lu;,_
Comparons donc entre efles mm qui- nont. poml. de
terme commun, purexemph-g- et %. multiplions les deux termes de ;19:

o RS
par 5, nous oblcnnu-, e & —; wulliplions les deux
ax7 e
ormende Z pir 7, nous abtenous ﬁx7 fraction égale & la seconde ;

ainsi nous avons | les deux [racuum %m

oivk- R — e

noM&m on penl done les comparer, et par suile on en déduit
que :

Pour réduire deux fractions au méme dénominateur , il auﬂt
de multiplier les dewx levmes de chacune d’eﬂum le dénomina-
teur de Uautre.

20. Yoyons comment on peut réduire 3 fractions au Mme di':nﬂ-
minateur, nous nous appuierons sur le cas précédent.

Soient les 3 [ractions

2 2 7
I 3 9
Je réduis au m!lm ~dénominateur les dm premu-res , j'obtiens
3%5
d ; >
alors —— 85 t.’;)(s' au lieu des 39ru?:_ém fraclions, je puis pren
dre les trois snivantes -
3X5 2X8. ot 7
8588 ¥
Je réduis au méme dénominateur, la premiére el la troisiéme, je
Ix5x9  TX(8.5)

trouve évidemment 855 %9 et X85 d'ont Ja régle suivante :
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an méme dcnqlmnﬂmr il suffit de mul-
mes de chaque fraction par le- groduu des déno-
minateurs du r aulres.

On voit ainsi gue tous les dénominateurs seront I'omﬁ des ménes
facteurs %#' rs ne samtnu dailleurs écrits dawlh.mme
ordre
Hﬁ‘?"faturel d'étendre ceue régle é un nﬁIﬂm quelconque de

fraction.

Ainsi pour réduire plusieurs fractions & un méme denodimlenr
suffit de mul iplier les deux termes de chague fraction, par le produu
dademmmﬂenrsdetantes les aulres,

Nous verrons bientot que l'on peut opérer d'une mamére plus
simple.

Addition 463 fractions.

21, La définition est la méme que la définition de P'addition des
nombres entiers.
Il y a trois cas i considérer :
10 l.es ﬁ-aclions ont le méme dénomtmteur, X
ont des dénominateurs différents,
c a des entiers. En un mot on peut

i ._.-'i‘_ﬁ-'. e ,".'..'_.., I‘Z I f".'._. '."—._,1- -:_:_’-' ;‘,:.‘.‘:;..‘i:-‘u

il suffit d'ajouter entre eux

L
7’ -| 7"
les numérateurs eldedonnerpunr denomma.!euralasommeohle—
nue le dénominateur commun. R

Ainsi, nous aurons i7—+—. c'est-a-dire ~.

Prenons un autre exemple :

5+4+2+:.

1° Pour ajouter les fractions o

On trouve, en faisant la somme des numérateurs, g;mis 17 est

plus grand que 9 ; on peut done diviser lﬁm' 9 et trouver un’ quo-
tient enlier; on trouve 1 pour quuueul. entier, et pour le compléter,
ontrouve%,aimi. 7 est égal a 14y,

Cette opération est nommeée extraction de r.-.nﬁu d’une fraction;

pour extraire I'entier d'un nombre fractionnaire , il faut diviser le

"
o

;,..

Ll
£)

%

i
A i
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numérateur par le dénominatenr, le/quotient sera l'enlier, ie reste
sera le numéraleur de la fraction qui uomplble l‘enlier

Par e:emple, en exirayant l'entier de 31. on lreuvaa et%

Inversement , ‘pour réduire un entier en fmuon il faut multiplier
' Uentier par le dénominateur de la fraction & obtenir, et donner pour
dénominateur & ce produit le dénominateur donné.
Ainsi, pour réduire 7 en 5%, j'éeris : m ouhlen g5+

2 Si les dénominateurs des fractions mnt différents, on réduit

toutes les fractions au méme M on opére comme
* dans le premier cas. *"’E”
’ &5 2
Elemple z ! ?+5+8+3 : 1

. L'opération terminée, il est toujours utile d'extraire lentier de
b la somme, quand il y a Tien. B
' 30 Pour I'addition des nombres fractionnaire: '_Qﬂnl, d'aprés la

remarque que i:, numhm fracuommre esl ésal &%Me I'ad-

dition des nombres fractionnaires de deux maniéres, soit en Tissant

les entiers ajoutés aux fractions ; soiten extrayant les entiers partout
ol cela est possible; cela fait, on ajoute entre elles les fractions pro-
prement dites, puis on extrait 'entier de celle somme §'il y a lieu;
on ajoute ensuite cet entier & la somme de tous les enhers obtenus.
Exemples :  CA —B--l-:‘,—-—{--s--{-i; "

" 5 ’ "= =g
> bt 2+, 5+%§%

K

Soustraction des fractions.

-
92. La soustraction est 'inverse de I'addition ; on en conclut donc
' immédiatement le procédé & suivre pour faire cette opération.
8i les deux fractions ont méme dénominateur , on soustrait les nu-
mérateurs I'un de I'autre. Si Tes deux fractions n'ont pas le méme dé-
nominateur, on les réduit au méme dénominateur, et on opére
comme dans le premier cas,
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Exemples : o

5 3
moins —
-&" £ T- ‘9 :-"J»:‘_‘
l&'fiﬂﬁﬁl —m. ccst-h-dlre,ig = -
T mher Sael Reduisant au méme dénominateur,

28 15 28—15 13
nous  trouyons 3—5——-=-—E— - effectuant on (ronve 35"
bres pemrent étre formés d'enliers et de fractions.

Alors, quand cela sera nécessaire , on empruntera une on plnmm-s
unités sur I'entier du plus grand nombre.

Exemple : retrancher 3 el - &ﬁel?.lammévidemmem
2 s

7

2 exemple : de et g reirancher 2 el %‘ je"ne' puis retrancher

tael :fm'pmjmn 1 vaut 3, e dirai done. -etg fonlg
g "E
de -5-51 je relranche;..nl reste -.mjelh Eigg lmomai

D s
ou de 3 reste 1. On' pﬂse'lopéral.lon ainsi :

3 el

=7 O ecempler7gd 0
reste ‘l+g
Les fractions n'ayant pas méme dénominateur, il fant les y ri-
duire , ce qui donne g el 1 jai done alors7+”el3+;g,m
qui raméne au cas précédent. Le reste est 3+ o

.




W8 MATHEMATIOUES ELEMENTAIRES.
Multiplication des fractions.

23. Multiplier un nombre parun autre, ¢’est composer unnombre
avec le premier, comme le second est composé avee lunité

Ainsi, le produit doil étre composé avec le mulhplicande comme
le multiplicateur est composé avec I'unité.

Dans la multiplication des fractions , trois cas pnnclpaux peuvent
se présenter. ?

On peul avoir a multiplier 1° une fraction par un nombre entier ;
2°un entier par une fraction; 3° une fraction par une fraction. Ce
dernier cas comprend Tes dﬁ'ﬁ‘m

Un autre cas doit &tre noté anssi, emm lequel le multi-
plicande et le mnlupl:calcur ou seulement I'un deux, conliennent
des entiers joints a des fractions.

_ Pour plus de simplicité, nous dirons encore une fois pour toutes que
le produit se compose avee le multiplicande comme le multiplicateur
se compose avee I'unilé.

1° Soit 3 4 multiplie par 4, on éerit 3 x4

Le produit doit se composer _av.ac_g comme 4 est composé avec I'u-
nité, or 4 est quatre fois plus grand que I'unité, donc le produit doit étre
quatre fois 1511:5 grand que - 5ion rend une fraclion quatre fois plus
grszde en mulnphant son numémteur par 4, ainsi le pradml sera

X4

i
nombre entier, il suffit de multiplier le numérateur par Uentier et
de conserver le dénominateur (1).

2 Un entier & multiplier par une fraction; soit 3 )_(g.

;estsfmsle?‘dal'unué il faut done prendre 5 fois le 7- de 3.

, d'ol la régle sm\fanle pour wultiplier une ﬁac'mm par un

(1) Yoyonscomment on a é1¢ conduit & nommer multiplication une pareille opé-
ration. Raisonnons sur un exemple - g

Le prix d'un méire de drap étant 28 fr., le prix de 3 métres sera 28 x 3. Ainsi il
faut multiplier le prix de Uunité par le nombre de ces uniuu pnur avoir le prix

demande. Par analogie, on dira qu'il hulmufhplier— par = si m Ie prix de

l'unité et = n lnrmlnme, ¥
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3 3 3x5
Le 7 de 3 d'aprs la définition est -, 5mi;;m_-¥d'apmh
i e
3 ST ) e
régle précédente , ainsi ><-7=-T\- =

Done: pour multiplier un entier par une fraction , il suffit de
multiplier "Pentier par le numérateur, et de donner au produit
pour dénominateur, le dénominateur de la fraction.

3o -l(uluplm une fraction par une fraction, 2 xg

I
1l faut prendre lué de; , c'est-a-dire 3 fois le huititme de ?

: 5
Mais d’abord le 8- de ; doit étre 8 fois plus petit que 7+ 00 oblient

ce 8¢ en multipliant 7 par 8. Ainsi le 8 de ;est 75 3

dre 3 l'ou ce huitiéme, ce qu'on oblient en multipliant le numératear
5 par 3. Ainsi

, il faut pren-

530)(3

8 xS

Done pour multiplier une fraction par une fraction , il suffil de
mulliplier les numéraleurs entre ewr , el les dénominateurs enire
eua.

Enfin, si des entiers sont joints a des fractions, il est naturel de
ramener ce cas aux précedents, an moyen de ce principe que pour
multiplier une somme par un nombre , il suffit de mulliplier ses diffé-
rentes parties par le nombre, et que, pour multiplier un nombre
par une somme, il suffit de multiplier le nombre par les différentes
parties de la somme , et d'ajouter les produits obtenus.

- 2
Exemple : soit3-4- 5 a mulliplier par § - g
On obtiendra : 1° Ix &-i—gx‘.

5 2x¢5-
9 +7X9'

puis on fera la somme de ces quatre nombres. En simplifiant le plus
possible, on trouve 12+1+;+1+9+1{.’,
' 9+42+ 10

puis ozl et o TR
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f cenfin 1§ % produit de 3—|—-§ maltiplié par 4+ g

2k. Les principes relatifsaux facteurs d'un produit, peuvents'étendre
au cas o1 les facteurs sontdes (ractions ou des nombresfractionnaires.
Ainsi on peut intervertiv I'ordre des facteurs dans un produit de

plusieurs fractions. Prenons les trois fractions :x i X :;
Je dis que ce produit est égal & '; : i.mcﬂ'et,simm«n'cc-

: P - IX3IX1  11X5x3
luamlesdmprﬁu ous obtenons TV e B h
Or les numérateurs de ces deux fractions sont composés des mémes
facteurs, il en est de mé¢me des dénominateurs ; done ces deux frac-
tions sont égales; uﬂﬂ.ﬁlﬂgl démontrer.
Nous pouvons voir aussi que pour élever une fraction i une puis-
sance , il saffit d'ﬂ'amchaqua terme de la fraction i cette puissance.

5 5 .))(5 o
Soi
ita I‘mnhupéde 1 ﬂ v on bha(s) 5

de méme
- '“—-‘*Q‘—ﬂ&---~~..-'.-_-" -.-—T‘-". — S

Nous avons dit que multiplier un nombre par g "¢taiten prendre

les % donc inversement prendre les g d ‘'unnombre, ¢'est multiplier ce
nombre par g Ainsi prendre des fractions de fractions, c'est faire

des multiplications de fractions. m—— _._.:..._ T

Exemple : Sﬁ’d‘fé’i‘é‘?;m? &esfd “ de H c'est faire la

o T e ib” "T18 . &SN 3 Eep—
multiplication suivante: — -
PN e AT

On commence parmd:qmurles ‘caleus, et on simplifie en débarras-
sant le numéraleur et le dénominatear de leurs facteurs communs,
puis on effectue, quand on n'apercoit plus de simplification & faire.

En se reportant a la définition de la multiplication, on peut savoir
immeédiatement si le produit est plus grand ou plus petit que le mul-
tiplicande ; en effet, ce produil se compose avec le mulliplicande ,

- comme le multiplicalenr se compose avec I'unité ; done, si le mulli-
plicaleur est plus grand ou plus pelit que I'unité, le produil sera plus
grand ou plus petit que fe multiplicande.

Mg s
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Diviston des fractions.

25. La définition donnée pour les nombres entiers convienl aussi
pour les fractions. Ainsi, diviser un nombre par un autre, ¢'est trou-
ver un troisiome nombre qui, multiplié par le second, reproduise
le premier.

Ainsi, le dividende se compose avec le quotiont comme le divi-
seur se compose avec I'unité,

Il y a aussi trois cas 4 considérer dans la division des fractions,

1° Diviser une fraction par un nombre entier , ; : 3

] 2 .
7 8¢ compose avee le quoticnt comme 3 est composé avec Iunité ;

or, 3 est 3 fois plus grand que I'unité , done g est 3 fois plus grand

que le quotient ; ce quotient doit donc étre 3 fois plus pelit que
g; pour rendre : trois plus petit , il suffit de multiplier le dénomi-
nateur 7 par 3; ainsi,
pa . 5 9 ‘g
X3
ccqnemu saﬂonl déja; d'ou la régle suivante: wmdinlar e

fraction par un entier , il suffit de mulliplier le dénominateur par

Pentier. e e T"u —

2o Diviser un nomhre enlier par uné fraction, 4 : 3

4 se compose avec le quolient comme ?—; esl composé avee Tunité.
Il faut done rappeler comment g se compose avec 'unité ; or, ?; esl
7 fois le 9= de P'unité, donc, & est sept fois le 9™¢ da quotient

Une fois le 9™ du quotient sera donc sepl fois plus pelil que &,

¢'est-a-dire sera 7

Ainsi, une fois le 9™ du quolient est égal a ;; le quotient est

égal & 9 fois le neuviéme obtenu, il est done égal & 4—.?‘.(—? ; en résume ,

* 7e£téalh!-.>x—<2 :

Pour simplifier I'énoncé de la régle & suivre , on fait (‘etm obser-

vation que Q_)(_Q est égal & &x,?. ainsi, 4 : !==5)(.‘,‘
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Done , pour diviser un entier par une fraction, il suffil de multi-
plier Ventier par la fraction diviseur renversée.

3° Diviser une fraction par une fraction. Il est inutile d'examiner.
le cas oil les dénominatenrs sont les mémes. Soit: .? g
-g est composé de l'unité,

; est donc trois fois le 8m¢ du quotient.

Une fois le 8™¢ dn quotient sera done trois fois plus petit que-g.

; se compose avec.e quotienl comme

: R e : 5
c'est-a-dire , m.afou le 8m¢ est 8 fois plus grand que 3 "

obtient done ce guotient en multipliant le numérateur par 8, ce qui
5x8

doﬂlle m.

5x8 5.8 8

Or, 7§3¢‘st égal é7x 3 3 —estegali -'rentersé

Done, pour mwm::rmm il suffit de
mulﬁplﬁrh fraction dividende par la fraction diviseur renversée.

11 est facile de voir ce qu'il faut faire quand le diviseur est un en-
tier uni 4 une fraction : on raméne aux cas précédents en formant un
nombre fractionnaire.

Par exemple , au lieu de diviser 8 par 3-[-; ,je divise 8par2?3 ) e
qui raméne au deuxiéme cas.

Le dividende est plus grand que le quotient quand le diviseur est
plus grand que I'unité , et réciproquement.

En effet, le dividende se compose avec le quotient, comme le divi-
seur est composé avec l'unité.

C'est avec intention que nous avons répété souvent les définitions;
c'est en général le seul moyen de résondre les questions et de lever
les difficultés qui se présentent, car il n'y a, en mathémaliques, que
des définitions, des conventions et des conséquences plus ou moins
immédiates de ces deux choses.

Principes sur les fractions,

20. Nuns poavons maintenant nous arréter sur des observations trés-
impowtantés a faire sur les fractions: elles ont pour but de simplifier le
plus possible les fractions, de les réduire au plus petit dépominatenr
commun, ete.
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Commengons par voir quel changement subit une fraction quand ses
deax termes angmentent on diminuent d'nn méme nombre d'unités.
Prenons un exemple ¢ '

-5
Soit la fraction T
Le campumm de m fraction & 'l’umte osl - Ce nombre 6 sob-

tient en retranchant le nménlem- 5 da d.enmmmum 11,
Ajoutons 2 unités au numérateur et an dénominateur, lu fraction devient

7 7 (i}
5 le complément de 5 a l'unité est s’ cette fraction a méme nu-

: ; A 0
meérateur que celui du complément *1—'; car le reste d'une soustraction ne

change pas quand on ajoute une méme quantité aux deux nombres de la
soust mct;’on .
6 7 5

Ur el’l plus petit que — T , donc e — est plus grand que vl Cette
dcmmauon convient a toates les fractions dans lesquelles le numé-
rateur est plus petit que le denominateut; ainsi une fraction augmente
quand on ajoute l¢ méme nombre a ses deux termes.

Inversement, quand on retranche un méme nombre aux deux termes
d'une fraction, elle diminue.

parwmkm =, je retranche 3 unités des deux

o 5
termes , J'obtiens w "

Ox, si j'ajoute 3 unités aux deux termes de cette nouvelle fraction , je

8
5ot plas grand

8 x
trouve o Mais, d'aprésce que nous venons de prouver,
5 5 = 8 o
que T done -l—g’- est plus petit_que i.-ﬁ; ce qu'il fallait démontres.

Quand op donne un unombre fractionnaire, les principes contfaires
ont liea.

e, - .28

Soit pris le pombre fractionnaire =C

28 . iv ¥ e "
v surpasse I'unité de < lon retranche le dénominateur du numera -

teur ).
i 28 2 82
Ajoutons 4 aux deux termes de <5 o trouyons T30 53 Swpasse

19 9 19
I'nnité de — 3 or — est plus petit que — , done, en ajoutant le méme

1
13 13
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mmMmduuﬂmmfucC‘ ire, ce bre
diminue.

Si, comme exercice, on demande ce que devient une fraction dont les
deux termes sont égaux, quand on ajoute a ces deux termes le méme
nombre, il est évident que la réponse est que la fraction reste toujours
égale @ l'unité, c'est-a-dire qu'elle ne change pas de valeur.
~ On peut se demander maintenant si I'on peat simplifier une fraction
autrement qu'en supprimant les facteurs communs aux deax termes, et,
par suite, -mmmummmmm eux
n'est pas irréductible,

Ainsi, on demande si une fraction dont les deux termes sont premiers
entre eux peut étre égale i une fraction dont les deux termes seraient plus

simples.

Soit 14 fraction :_:MIBM mﬁ’m entre eux, sup-

12 .
posons qu'elle soit égale a 3¢ Pour comparer ces deux fractions, qui

wont pas lo méme. dénominatewr,. wﬁmmmr
nous obtiendrons ::’;:: o — TS Or, ces deux fractions sont égales,
ainsi 15350 est égal a l!x!s.

Cherchons a exprimer gue 15 et 28 sont premiers entre eux, or 15 di-
vise 153¢20, il doit done diviser le produit égal 125X28; or 15 est pre-
mier avec 28, donc 15 doit diviser 12, ce qui est absurde. On verrait de
méme que 28 doit diviser 20, ce qui est pareillement absurde. II est

15 - .
done ahsurde de supposer que Py est égal & une fraction plus simple
12 . . P r.2 - S A i
35+ on ferait le méme raisonnement pour toute autre fraction a termes

15 15 =
plus sifhiples que g5+ Amsi oo est iméductible.

. 2= - = R

Donc, aprés avoir divisé les denx termes d'une fraction par leur plus
grand commun diviseur, les quotients sont les deux termes de la fraction
irréductible égale a la premiére.

En reprenant les indications de calculs u—dmm on doit conclure que
si une fraction est égale a une fraction irréductible, chacan des termes
de la premiére doit étre divisible par le terme correspondant de la frac-
tion irréductible égale; il y a plas, on peat démontrer que :

8i une fraction est égale aune fraction irréductible, les deuwx termes de la
premiére sont les multiples de cenx de la seconde par un méme nombre.

En effet, les denx termes de la premiére sont des multiples des termes

e
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correspondants de la seconde , done ce mncmmﬂﬂlﬁm puisque

les deux fractions sont ¢gales.

De li ce principe: si deux fractions u-mducuhlu sont melm wnt
identiques. car les numérateurs doivent se diviser réciproquement, ce
qui ne peut se faire que sils. mmm. ll en est de méme
des de.nomnlﬁun e - 3

On peut conclure encore de la que, si une fraction est 1rredﬂehb!e,
toutes les puissances de cette fnchnnmnturidncnhles

Cela est vrai aussi ponr les nombres fractionnaires.

Nous ayous vu en effet que si deux nombres sont premiers entre eux,
toutes lenrs puissances ne venfermant d'autres facteurs premiers que ceux
que contiennent les nombres enx-mémes, il n'y a pas de factenr commun
aux denx pnm Ces deux puissances sont done premiéres entre
elles.

27. Nous ponvom reprendre la question mpomnu de la rednctmn des
fractions an méme dénominateur.

Nous avons vu qu'on pouvait le faire en mnll:plnn!. les deux termes de
chaque fraction par le produit des dénominateurs de toutes les autres
fractions ; mais peut presque tou)om opem plns nmplemen:

tions étant s

tous les nﬂhomunn-ms Jes Jractions Jonué’a: le plus petit multiple sera le
ffénomumtzur cmmuls fus si _- uonpmn o&remr.

nlmiﬁﬂ&ur par 'ie qnohent (!n p'!us peht multi-p‘le trauv& dwiue par le
dénominateur correspondant.

On voiten effet qu'ainsi fes fractions seront transformées en des frac-
tions égales qui suront méme dénominateur: ce dénominateur séra lo
plussimple, var, de quelque maniére qu'on ndm les fractions an mérhe
dénominatenr, il fandra qu'il soit divisible pae les dénominatenrs de
mm&mm VR aEREe e

Miphe <4 s et pmme ol
Bremples:. o937 57 31" 35

Pu' la premiére méthode, le dénominatenr serait isxlsxisxleSa =
par notre pmddé. le dénominateur est 22534575,

En effectuant on trouve pour le premier produit, le dénominateur
commun IMSW En effectuant le second produit , on trouve pour de-
nomiraléur mmmun 1200.

Les frqctmus données deviennent

Cax$s . axT0. XIS AX60 66

WG WNKT0T B6<A8" TIX00' 3536

—




36 MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

Les dénominateurs sont indiqués seulement , car d'aprés la définition
du dénominatenr 1200, qui est le dénominateur commun , tous ces pro-
duits indiqués sont égaux & 1260,

Autre exemple.

Réduire au méme dénominatenr le plus simple :

TRl e T N
27 18’ 75" %0’ U’ 15

Fracﬂnu déctmalu W

28 Les fractions décimales sont celles dom les dénommaleurs sont
des puissances entiéres de10, c’est-a-dire qui onl pour dénominateur
7 9
I'unité suivie d'un ou de phmaéros Amat 10’ 100° 1000
des fractions décimales, on pent les écrire antrement au moyen d'une
conséquence simple de la numération écrite. ;

En effet, tout chiffre placé a la gauche d'un auu'e, exprimant des
unités de I'ordre immediatement supérieur , inversement tout chiffre
placé & la droite d'un autre, exprime des unités de I'ordre immédia-
tement inférieur. Ainsi prenons le nombre 548; 5 exprimant des
centaines, 4 exprime des unités de I'ordre immédiatement inférieur,
c'esta dire des dizaines , 8 exprime des dixiemes de dizaines, c'est-
a-dire des unités; or prenons le nombre 648,3572 (la vu'g'ule placée
a droite du chiffre 8 sert a séparer la partie entiére de la partie frac-
tionnaire), 3 exprime des dixiémes d'unités, ¢'est-a-dire des dixiémes,
5 exprime des dixiémes de dixiémes, c'esl-i-dire des centiémes,
7 des milliémes , 2 des dix-milligmes.

Nous pouvons dire immédiatement que pour énoncer un nombre
décimal (¢'est-a-dire un nombre qui contient une parlie entiére el une
partie décimale), on fuitl abstraction de la virgule, on énonee le
nombre entier qui en résulte, el on prend pour dénominateur de la
fractipn dont ce nombre serait le numérateur, l'unité, suivie d’au-
tant de zéros quil y a de chiffres a droite de la virgule.

Pour démentrer que cetle maniére d'énoncer un nombre décimal
est exacle , et pour pouvoir écrire un nombre décimal énoncé, posons
deux principes.

1o §i U'on recule la virguwle d'un rang vers la droite, le nombre
décimal est multiplié par 10; en effel le chiffre des unilés devient
un chiflre de dizaines, le chiffre des dixiémes devient un chiffre d'u-

sont
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nités, en un mot chaque partie du nombre est rendue dix fois plus
grande; le nombre est done rendue 10 fois plus grand. Et en général,
si I'on recule la virgule a droite de deux, trois, elc., rangs, le
nombre sera mﬂuphé par V'unité, suivie de deux, trois, ete., zéros;
done si I'on supprime la virgule dans un nombre décimal, it sera
multiplié par I'unité suivie d’autant de zéros qu'il y a de chiffres dans
le nombre décimal.

2 §ilon avance la virgule dun rang vers la gmwhs s le nom-
bre décimal est rendu diz fois plus petit.

En effet, chaque partie du nombre est rendue dix fois plus peul.e
par suite, si dans un nombre entier on sépare sur la droite par une
virgule 1, 2, 3, ete., chiffres, l¢ nombre entier sera divisé par 10,
100, 1000, etc.

El en général, si dans un nombre entier on sépare sur la droite
un cerlain nombre de chiffres, le nombre sera divisé par 1'unité soi-
vie d'autant de zéros, qu'on a séparé de chiffres sur la droite du
nombre entier.

Done enfin, si l'on fait abstraction de la virgule, il faudra par
compensation diviser ce nombre par I'unité suivie d'autant de zéros
qu'il y a de chiffres décimaux.

On énonce anssi un nombre décimal d'une aulre maniére; on
enonce d'abord la parlie cnliére puis la partie décimale.

Exemple s e SR S

On dira 54367 milliémes, ou bien 5% unites, et 367 milliémes ; on
pourrait dire aussi 5% unités, 3 dixidmes, 6 centiémes, 7 milliémes.
Inversement, pour écrire un nombre décimal énoneé, il faut suivre
une marche contraire a celle qui vient d'étre indiquée, ¢'est-a-dire
écrive le nombre comme un nombre enlier, puis séparer par une
virgule sur la droite, autant de chiffres qu'il y aurait de zéros, i
la suile de Uunité dans le dénominalewr de la fraction décimale.

Si je demande d'écrire 307 cent millidmes, il faudra 5 chiffres
décimaux, il faudra donc faire précéder 307 de deux zéros, écrire
un autre zéro en avant, car, puisqu'il n'y a pas de partie enliére, il
faul faire tenir la place des unités par un zéro, et le séparer des deux
aulres par une virgule, de celte maniére 0,00307.

En placant un zére a la droite d'un nombre décimal, ce nombre
ne change pas de valeur, ce qui est évident, soil que I'on énonce le
nombre décimal en faisant abstraction de la virgule, soil qu'on I'é-
nonce par parties successives.

Ainsi soit 5,37, on a 537 cenliémes ou bien 5 unilés, 3 dixiémes,
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7 centiémes ; éerivons un zéro & la droite de 5,37 nous avons 5,370
qai est égal & 5370 milliémes , on , encore, & 5 unités , 3 dixiémes et
7 cenlidmes; en énoncant de la premiére maniére , nous voyons que le
nombre est rendu d'une part dix fois plus grand, et en second lieu
dix fois plus petit, donc, etc.

Par un raisonnement analogue, on peut conclare qu'en écrivant
tant de zéros qu'on voudra & la droite d'un nombre décimal, on ne
change pas la valeur de ce nombre décimal (1).

Pouréerire un nombre décimal énoncé, on procéde d'aprés les prin-
vipes gui précédent. On éerit la partie entiére, que I'on fail saivre
d'une virgule, puis on écrit les dixitmes, les centiemes, etc., en ayant
soin de placer plusicurs zéros quand des unités de certains ordres
ne se trouvent pas dansle nombre; ou bien, si le nombre décimal
est énoncé comme une fraction ordinaire, dont le dénominateur
serait 'unité suivie d'un certain nombre de zéros, on éerit Te numé-
ratenr; et sur la drofe on sépare on sépare autant de chiffres qu'il y
a de zéros au dénominateur.

Les quatre Miﬁuwmm se ra-

ménent aux mémes opérations sur des nombres entiers.
ADBITION. '

29. 10 milliémes valent un centiéeme 10 cenlibmes, valent un
dixiéme, 10 dixiémes valent une unité ; done si 'on veut ajouler les
uns aux aultres, plusieurs nombres décimavax , on peut les derire
les uns au-dessous des autres , de maniére que les unilds de méme
ordre s¢ correspondent dans wne méme colonne verticale , savoir
les unités, sous les unités, les diziemes, sous les dizicmes, Tes cen-
tiémes, sous les centiémes, elc. : puis, en commencant par la droite,
faire Uaddition en faisant absiraction de la virgule: la somme
oblenue, on place la virgule sous les mgnles dansles nombres
donnés.

T

(1) Nous répétons ici une remarque dejd faite. Pour énoncer. rapidement un
nombre entier, il faut compter le nombre des chiffres, diviser par 3, prendre le
quotient, retrancher 2 de ce quotient, et faive suivee le nombre qui en resulte
de la terminaison illion , on_aura aivsi le nom de la premiére tranche, elc.;
ou plutot, il faut cnmpter le nombre des tranelies, 6ter 2 du nombre de ces tran-
ches, et dariner au nom du nombre «qui en résulte la terminaison dffion : exemple :

34 578 342 700 342 008,
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Elemplg H Ryt &vm
= 0,3705
8,006
0,9

69,6733
SOUSTHACTION.

30. La soustraction étant Vinverse de I'addition , on doit opérer aussi
en faisant abstraction de la virgule. Ainsi on écrit le nombre @ re-
trancher au-dessous de Uautre nombre , de maniére que les unités
du méme ordre se correspondent. Puis sile nombre inférieur a plus
de chiffres décimauw que le nombre supérieur, on écrit autant de
zéros qu'il en faut a la droite de ce nombre, pour guw'il y ait le
méme nombre de chiffres décimaux dans les deux nombres; on fail
enswile abstraction de la virgule, et on opére comme sur des nom-
bres entiers , puis enfin on place la m‘rgu!e au rang des virgules,
dans les deua: nombres donnés.

Si le plus grand nombre n'a pas de partie décimale, on écril a sa
droile autant de zéros qu'il en faut pour qu'il y ait le méme nombre
de chiffres décimaux. dans les deux nombres donnés,

Exemples : 7,053 28,5400 3,000
... BY4E8 16,0678 0548
257,585 12,4722 gas -

MULTIPLICATION. et

31. Nous avons démontré pour les nombres entiersqu'en mulhplmnl
un facteur d'un produit par un nombre entier, le produit est multi-
plié par ce nombre entier : peoiis savons qu'on pourrait aussi le dé-
montrer pour des nombres fractionnaires , puisque nous avons fait
voir qu'on peul intervertir I'ordre des facteurs dans un produit d'un
nombre queleonque de facteurs fractionnaires.

Cela posé, nous allons démontrer que pour multiplier des nombres
décimaux entre eua , ow des nombres décimaux par des nombres
entiers , il faul faire abstraction des virgules dans les nombres
décimaux, effectuer le produil, puis séparer d la droite du produil
autant.de chiffres décimaux qu'il y en a dans le facteur décimal
ou dans les factewrs décimaux donnés.

1° Soil 5,847 4 multiplier par 6.

Si je prends 5847, j"aurai un nombre mille fois trop grand ; donc le


autant.de
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produit de 5847 par 6 sera mille fois plus grand que le produit
demand¢; ce prodait étant effectué, il faudra donc le diviser par
mille, ¢’est~a-dire séparer a la droite du produit 3 chiffres.

Opération : 3,847
. 6
.35,‘32

2° Soil 3,246 & multiplier par 0,43.
En faisant abstraction de la virgule dans le multiplicande, il est
multipli¢ par mille, le preduit sera dome mulliplié par mille; en
faisant abstraction de la virgule dans le multiplicateur, le produit
sera multiplié par 100; donc le produit sera multiplié par 1000, puis
par 100, ¢'est-a-dire par 100000, ce qu'il fallait démontrer.
Opération : 3,248
baussn 8
9744

R B
1,39664

3¢ Sil'on avait plus de deux facteurs, le raisonnement serait le
mﬁme- I : A ~

Les régles établies pour la multiplication des fractions ordi-
naires , eonduiraient d'ailleurs aux mémes conséquences.

Conorraine. 8il'on éléve un nombre décimal au carré, ce carre
renfermera un nombre de chiffres décimaux double de celui du
nombre donné. Ainsi , pour qu'un nombre décimal soit un carré, il
doit contenir un nombre pair de chiffres décimaux. Si l'on éléve un
nombre décimal 4 la 3¢ puissance , ¢'esl-i-dire au cuse, le nombre
des chiflres décimaux sera triple de celui du nombre donné. Donc
l'une des conditions nécessaires pour qu'un nombre décimal soit le
cube d'un autre nombre décimal est celle-ci: il faut que le nombre
des chiffres décimaux du nombre donné soit un multiple de 3.

Ainsi, en résumé le nombre des chiffres décimaux du produit est
égal a la somme , des nombres de chiffres décimaux des facteurs;
done si 'on a un produit de deux facteurs décimaux, le nombre des
chiffres décimaux d'un des facteurs est égal & la différence de ces
nombres décimaux dans le produit et dans I'autre facteur.

Cette remarque suffirait pour poser les régles de la division des
nombres décimaux dans tous les cas. Mais il convient pour la prati-
que d'examiner les différents cas qui se présentent dans la division
des nombres décimausx.




ARITHMETIQUE. LIVRE II. FRACTIONS DECIMALES. 61

DIVISION.

32. 1° Un nombre décimal & diviser par un nombre entier.

Ce premier cas se subdivise lui-méme en plusieurs autres, que
nous ferons remarquer seulement sur des exemples.

1*r Exemple. En faisant abstraction de la virgule, la division se
fait sams reste : 534,24 : 6.

11 faut séparer an quotient autant de chiffres décimaux , qu'il y en
a au dividende ; car si I'on multiplie le dividende par un nombre, le
quotient est multiplié par ce nombre, done pour lui reslituer sa va-
leur, il faut le diviser par ce nombre.

2¢ Exemple : - 45,803 : 21. ;

Aprés avoir supprimé la virgule, la division donne un reste, le
quotient est trouvé & moins d'une unité, et par suite, en placant Ia
virgule, le quotient sera trouvé & moins d'un millieme. On pourrait
avoir ce quotient & une approximation plus grande; pour cela on
écrirait & la droite du dividende autant de zéros qu'on voudrait,
puis aprés avoir trouvé ce quolient & moins d'une unité, on sépare-
rait sur la droite du quotient par une virgule , autant de chiffres
décimaux qu'il serait nécessaire. "

Opération: 45,803 | 21
38 | 2481
1,70
M
2
3+ Exemple: 2,35 : 548.

La virgule élant enlevée, le dividende est pluspetil que le diviseur;
alors on écrit des zéros a la droite du dividende , puis, aprés avoir
fait Ja division, on sépare i ladroite, par une virgule, autant de
chiffres décimaux qu'il y en a dans le dividende donné, plus celui
du nombre de zéros ajoutés.

2 Le dividende est entier et le diviseur a des chiffres décimaux ;
dans ce cas, on éerit d la droite du dividende autant de zéros qu'il
y a de chiffres décimauz dans le diviseur ; on fait abstiraction de
la virgule dans ce diviseur, et on fait la division des nombres
enfiers qui en résultent, le quotient trouvé est le nombre de-
mandé ; car en écrivant des zéros a la droile du dividende, il est
multiplié par 10, 100, 1000, ete., donc le quolient est multiplié
par 10, 100 ou 1000 ; en supprimant la virgule dans le diviseur, il
est multiplié par 10 , 100 ou 1000, elc., donc le quolient est
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divisé par ce nombre. Ainsi ce quolient ne change pas de valeur.

Exemple : 548 : 8,53,

Dansce cas, on peul avoir une approximation aussi gtande que
'on vent, comme dans le premier cas.

3° Le dividende et le diviseur ont des chifires décimaunx ; nlors on
raméne ce cas a 'un des deux premiers, suivant que le dividende a
plus de chiffres décimaux que le diviseur, ou reuproquemeat

1= Exemple : 584,7435 : 32,28,
2° Exemple : 47,362 : 5,64674.

33. La facilité avee laquelle se font Jes calculs sur les nombres dé-
cimaux, et par conséquent sur les fractions décimales, conduit a
chercher & transformer les fractions ordinaires en fractions décimales,
ce qui se fait comme nous 1'avons vu €i-dessus.

Saient les trois fractions ordinaires a tmnal’emer en fmhons dé-
cimales : -

8.2 14
8 3 15
3 T TREICEET TR ATy e e N
10 s,un 3' 25,0nd1t3neconﬁenlpas8 j'écris zéro

au quotient ; 3 vaul 30 dixiémes, je divise 30 par 8, ce qui donne &
pour quotient, % exprime des dixiémes. A la droite de 0, onplace une
virgule , et on écrit ensuite 4 a la place des dixiémes, on trouve 2
dixiemes pour reste; on transforme en centiémes ce qui donne 20
centiémes , 20 divisé par 8, donne 2 pour quolient et 4 pour reste; en
continuant ainsi', on trouve enfin 5 milliémes : le quotient est. donc

125 williémes. Ainsi § est égal i 0,25,

3' - s
20 Opéralion : 20 , 3 e
m 0’%".'! =
m -
5!0
On trouve un guolient indéﬂm et périodique.
3 14
15
Opération : 140 I
50 0,933.'-1

50
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Ce quotient est aussi péri , mais la perwde ne. commence
pas immédiatement mh ﬂrguln. Pour distinguer les différentes
especes de fmuqunes , les unes sont d:uapénodlques sim-
ples, les antrm dites périodiques mixtes. :

e O Tl
g«

’mu DES FRACTIONS nﬂ:ﬁi‘ﬁl CprmiEs, ’iucmgmzs SPLES

&7 MIxXTES.

34, 11 est tr_éa-iinpoﬂant de savoir dans quel cas une frutimqlfdinaim
donne lien & une fraction décimale d'un nombre limité de chifires, ou
bien & des fractions décimales périodiques, soit simples, soit mixtes.
Avant de donner cette théorie-des fractions décimales ,

Nous rappellerons ces deux principes : :

1o Deux fractions irréductibles égales sont identiques;

2° Deux nombres éganux sont composés des mémes facteurs premiers
élevés aux mémes puissances. .

D'ailleurs, nous supposerons toujours les fractions ordingires irré-
dmﬁblﬂ’

Analysons le procédé au moyen duguel on transforme une fraction or-
dinaire en fraction décimale.

On écrit un zéro i la droite du numérateur quand il est plus petit que
le dénpminateur, et on d;mglenpnhvohumwud‘nmm it
la droite du reste, on écrit encore un zéro, puis on divise le nombre qui
en résulte par le dénominateur; & la droite du reste, s'il y en a, on écrit
encore un zéto, puis on divise encore par le dénominateur , et I'on con-
tinue tant qu'il y a des restes.

Or, au lien d'éerire successivement un zero a la droite de chaque reste,
on peut écrire plusienrs zéros a la droite du numérateur, puis diviser le
dividende qui en résulte par le dcnnmmaunr de la fmﬁim donnée, en
ayant soin de placer au quotient la virgule, d'ane maniére convenable.

Mais écrire des zéros a la droite d'an nombre , ¢est le multiplier par
une puissance de 10. On introduit donc au dividende les factenrs 2 et 5,
et seulement ces facteurs ; de la on conclut :

1° Que si le dénominmieur de la fraction donnée e contient que les fac-
teurs 2 et 5, elle peut se réduire en une fraction décimale d’un nombre fini
de_chiffres.

29 Que sile. dhwu«nr contient d autres facteurs pm:m, que2et B,
le dividende ne sera jamais divisible par le dénominateur de la fraction
donnée. Or, les restes successifs qu'on obtient sont plus petits que ce de-
nmmtenﬁ  qui_est le diviseur, et puisque opération ne peut se termi-
ner aprés un pombre de divisions moindre que !¢ diviseur, ondevra tron-
ver un des restes déja obtenus ; par suite, les quotients partiels seront des
chiffres déja obtenus, et par conséquent le quotient sera périodique.

e e ._‘_.‘%' = ""-i'—ﬁ'
o E——

SEEBE B CU SRS e S
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Résumons : 1° si une fraction ordinaire irréductible a pour dénomina-
teur un nombre qui ne contient que les facteurs 2 ou 5, ou bien, ces fac-
teurs combinés et élevés i certaines puissances, la fraction ordinaire
sera réductible en fraction décimale d'un nombre fini de chiffres ;

2¢ Si le dénominatenr de la fraction ordinaire renferme d'autres fae-
teurs premiers que 2 et 5, la fraction décimale équivalente contiendra
un nombre illimite de chifires, et elle sera périodique.

Il estindispensable de savoir reconnaitre sicette fraction décimale sera
périodique , simple, ou périodique mixte,

Pour cela, voyons sil'on peat revenir d'ane fraction décimale périodi-
quz simple ou d'une fraction décimale périodique mixte & la fraction or-
dinaire équivalente, et ohserﬂms auennvemmt les mluu auxguels
Nous parvenons. .

Soit la fractmn penodlqne mmple

D 357835783518..-.“

La période 3578 se continue indéfiniment,

Il faut chercher a obtenir une autre fraction ayant méme partie déci-
male, en sorte que par une soustraction on, nﬁtplu lh_plﬁiﬂdémale
Pour cela, on transporte la virgule aprés la premiére periode , mais alors,
on a 10000 fois—4a fraction périodique égale a 3578,35783578.....; or,
une fois cette fraction égale 0,35783578...; done, en retranchant ces deux
nombres , on trouve 9000 fois Ia fraction périodique égale 3578; ainsi, la
fraction périodique est égale a %. ce guon traduwit, en langage or-
dinaire de la maniére suivante (1) :

Pour obtenir la valeur dela fraction ordinaire dquivalente & une fracti
périodique simple, il faut diviser une période par autant de 9 qu'il y a de
chiffres dans la période, puis simplifier cette fraction autant que possible.

Nous pouvons remarquer que cette fraction, simplifiée autant que pos-
sible, aura pour dénominateur un npombre premier avec 2 et 5; donc, 5i une
Sraction ordinaire irréductible a pour dénominateur un nombre qui contient
les facteurs 2 ou 5 combinés avec d'autres facteurs, elle ne pourra donner lieu

(1) Admetlons qu'on s'arréte & la troisiéme période, il faut concevoir qu'un
reste divisé par un nombre compléte Ia valeur de cette fraction périodique : le
premier chiffre de ce reste est du treiziéme ordre décimal ; transportons la virgule
aprés la premidre période, la fracton est multipliée par 10000; le reste est aussi
multiplié par 10000, en sorte qu'il peut fournir une nouvelle période 3578 et un
reste du méme ordre que le reste primitif; en soustrayant la fraction décimale
donnée du nombre obtenu par le transport de la virgule, les deux parties déci-
males disparaitront, ainsi que les restes qui complétent; ee qui prouve que les
deux parties décimales se détruisent par la soustraction.

=S S S e



ARITHMETIQUE. LIVRE II. FRACTIONS DECIMALES. 65

@ une fraction décimale périodique simple , car deux fractions irréductibles
égales doivent étre identiques , et denx nomhﬂ*l!gmx doivent étre
composés des mémes facteurs premiers; ce qui n'arriverait pas dans
ce-cas (1). —

35. Trouvons maintenant la valeur de la fraction ordinaire ogdt a une
fraction décimale périodique mixte: nous opérerons d'une maniére analo-
gue au cas précédent, c'est-a-dire que nous chercherons denx nombres
ayant méme partie décimale, en sorte que par une sounstraction, cette
partie décimale dilpmm: cela se fait en transportant la virgale succes-
sivement a droite et a gauche d'une période, de la premiére, pour plus
de simplicité, pnis en retranchant ensuite les résultats obtenus.

Prenons un exemple : soit donnée la fraction décimale périodique
mixte 0, 35TB4TBETRE ; 100 fois la fraction égale 35 7“1'8&78-6 100000
fois la fraction égale 3578§,784784; en retranchant !e premier résultat
du second , on jronve 99900 fois la fraction égale 35784 —35, done lu
35784 —35

99900
dire que la valeur d'une fraction décimale périodique mixte est égale & une
Jfraction ordinaire dont le numérateur s'obtient en retranchant la partie non
périodique de U'ensemble de cette partic non périodique et dune période; le

dénominateur étant formé d'autant de 9 qu'il y o de cil‘o'm dans la partie
périodique s suivis d'a d’ autant de zéros qu'ily a de chiffres dans la partie non
panoﬂqzm

Nous ferons une remarque sur la fraction ordinaire obtenue. Som nu-
mératear, aprés la soustraction faite, ne peut étre terminé par_un zéro,
car le dernier chiffre de la partie non périodique ne peut étre le méme que
le dernier chiffre de Ia partie périodique, car alors la période commence-
rait an second chifire . au liea de com er an troisie S

I578L A
woo " ® plus simple
expression , on ne peat diviser le dénominateur par 10, on ne peut le di-
viser que par 2 élevé a la deuxiéme puissance , ou par 5 éleve anssia cette
puissance. Donc, toute réduction faite , il restera tonjours an dénomina-
tear le facteur 2 ou le factenr 5, on méme tous les déux élevés a la puis-
sance 2, c'est-a-dire, & ne puissance marquée par le nombre des chiffresde
la partie non périodigue. Car un nombre formé .d'une suite de 0 ne con-

fraction est égale a » ou bien , en langage ordinaire, on peut

Ainsi, en réduisant la fraction ordinaire

35783578

(1) 8il'on prend deux périodes su liea d'une, on a . 1 faut dé

5 55
que 'on a la méme valeur. Pour simplifier, prenons ;el;’; : ces deox frachons

5x11
sont ¢gales , car la seconde est i

(7
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tient ni le facteur 2, nile factenr 5; par suite, ces facteurs de la base ne
peuvent résulter gue du factenr 10 élevé a la puissance marquée par le
nombre des chiffres de la partic non périodique.

Nous pouvons done conclure maintenant que si une fraction. ordmnrc
irréductible a pour dénominatenr un nombre premier avec 10, en rédui-
sant cette fraction ordinaire en fraction décimale, elle donnera lien & une
fraction périodigue simple, car autrement, denx fractions irréductibles
égales seraient égales sans qn lsnn dénominateurs fussent ulenthnes
Prenons un uemple : + 4 =

-

Soit la Mqu 7 » Supposons qn'elle soit égale in,s&sma. La fraction

am.wﬁmﬁsss—s e ‘_‘_‘z 548 *“

quelqne réduction qu'on opére sur la seconde, le dén
dra toujours le factenr 2 on le factenr 5; I
irréductible serait done égal @ an nombre'd < trera
2 on le facteur 5 ce qui estabsurde. ’

Nous savons déja que si une frncl.ton 1mﬂnchble a_pour déno-

minateur u “gn wnﬁdﬁh cteurs 2 ou § con dau—
ega!é‘ 3 une fraction déuma‘}e pénothqne mixte. Tl

faut savoir combien cette fraction décimale contiendra de chiffres a la
pirtie non périodique; or, la remarque précédente prouve qu'il y aura
autant de chiffres a cette partie non périodique qu'il y a d'unités dans le
plus haut composant de 2 ou de 5 du dénominateur de la fraction ordi-
naire donnée.

Cela est presque évident ; cependant, nous allons, sur un exemple, faire
voir qu'il doit en étre ainsi :

11

B¢ ¢ 1

Je dis MMMMM mixte aura trois &nﬂ'ms ala
partie non_périodique ; en effet, supposons qu'elle en ait seulement 2,
alors eil_e aurait pour numérateur un cemun qgml.!re et pour denmm-
natear une suite de 0 suivis de 2 zéros.

s 32

On aurait done, par exemple, - 5'><i'><'-' _n'xﬁx‘ii ce qui estab-

surde ; car la fraction ST)%;G(-‘-I est irréductible; la seconde peat ne
V'étre pas, et cependant, son dénominateur contient le factenr 2 & une
puissance moins élevée que la puissance de 2 dans le dénominateur de la
premiére.

Faisons voir maintenant que la fraction déciroale périodique mixte ne
peut pas avoir plus de trois chiffres; supposons, en effet, qu'elle en ait

yminateur couumt-

Soit la fraction
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quatre, la fraction ordinaire équivalente aurait an dénominatenr un
certain nombre de 9 suivis de & zéros, c'est-a-dive, on aurait un certain
nombre de 9 multiplié par 2* et par 5%

Or, en simplifiant cette fraction, on ne peut faire disparaitre en méme
temps un factenr 2 et un facteur 5; dong, il restera ou 2* ou 5% ce qui
est abagrdir. car le Wd& Ia fraction' donnée ne contient 2
qua 1a puissance 3, et le facteur 5 qu'i la puissance 2.

Donc, enfin, la fraction décimale périodique mixte aura trois chif-
fres non périodiques.

Ce qu'il fallait démontrer.

[ Pour les ealeuls «l’:t;upronmahon voir les notes a la fin).

RAPPORTS ET PROPORTIONS,

36. 11 y a deux maniéres simples de comparer deux nombres; le ré-
sultat de cette comparaison se nomme rapporl. Ainsi il y a deux
espéces de rapports. Quand on prend la différence entre les deux
nombres, on a-un rapport par difference; quand on prend le quotient
de la division de ces deux nombhres ., le rapport est dit par quotient.

Ces sortes de rapporls sont trés-fréquemment employés en géomé-
trie et sont pour cela, nommés rapporis géoméfriques; par opposition
les ‘autres rapports sonl dils arithméliques. Ainsi 5 moins 3 est un
rapport arithmétique. 24 divisé par 6 est un rapport géométrigue.

On nomme raison le pombre résultant du rapport, ainsi 2 est la
raison du rapport 5 moins 3; 4 est la rhison du rapport 2§ divisé par
6; 5el 3 sonl les TERMES dnuppm arithmétique ; 25 et 6 sont les
termes du rapporl géométrigue. On écrit 2626, gu'on énonce™2k o5t
@ 6; ainsi on place denx points entre les deux termes du rapport
géométrique.

Pour un rapport arithmétique, on ne ml qu'un seul point entre
les deux termes (1). Pour distinguer 'un de I'autre les termes d'un
rapport, on nomme  le premier antéeédent, le second est dit le
conséquent. .

D'aprés les définitions, il est évident que si aw mséqmn! d'un
rapport par différence on ajoute la raison, on obtiendra I'antéci-
dent ; en second lieu : si Uon multiplie le conségquent d'un rapport

(4) Ce qui pourrait faire confondre un rapport avec un produit , mais comme on
se sert rarement d'un seul rapport, il y a moins d'inconveénient; cependant on
devrait changer cotle notalion : si on ne Pa pas fait, cela tient probablement a ce
qu'on emploie trés-rarement ces proportions par différence.
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par quotient , par la raison du rapport on obtient Uantécédent.

11 est évident aussi que si 'on ajoute un méme nombre anx deux
termes d'un rapport arithmétigue, la raison ne change pas.

11 est évident qué si 'on multiplie ou si 'on divise les deux lermes
d'un rapport géométrique par un méme nombre , la raison ne change
pas, car un rapport géométrique peut &tre considéré comme une
fraction, or une fraction ne change pas de valeur, quand on multi-
plie ou qu'on divise ses deux termes par un méme nombre.

Posons encore un principe sur les rapports par quotient.

8i Pon ajoute le conséquent d’un rappert géométrigque d son an-
técédent, la raison augmente d’wne unité; car le quotient d'une divi-
sion augmente d'une unité quand le dividende augmente d'une fois
le diviseur.

La réciproque est vraie , ¢'est-a-dire que si l'on relranche le con-
séquent d'un rapport geomélnque de son anlécédem, fa raison
diminue d'une unite. = Lo

Généralement si l'on ajoute d Pantécédent d'un rapport géomé-
irique un cerin nombre de fois son conséquent, la raison aug—
mente de co nombre de fois Punitd,

Et inversement si I'on retranche d'un antécédent son coméquenl.
la raison diminue de ce nombre de fois 'unité. Enfin si l'on multi-
plie Uantécédent d un rapport géométrigue par un nombre, la raison
esl multipliée par ce nombre ; ef 5i U'on divise lantécédent par un
nombre, la raison est divisée par ce nombre.

PROPORTIONS.

37.0n nomme proportion Pexpression de I'égalité de deux rapports,
ou bien I'ensemble de deux rapports égaux. 8i les rapports sont par
différence , la proportion est dite une proportion par différence, on
bien une proportion arithmétique, on bien enfin une équidiflérence.

Si les rapports sont des rapports par quolient, la proportion est
une proportionpar quolient ou bien une proportion géomélrique ou
simplement une proportion, parce que c'est généralement de ces
proportions qu'on se serl.

Il serait convenable de trailer en méme temps les propriétés des
deux espéces de proportions ; mais nous examinerons successivement
les propriélés des équidifférences et celles des proportions géomé-
triques.

Fquidifférence. Une équidifférence est 'égalité de deux rapports

par différence. On les écrit i la suite 'un de 'antre et on les sépare
par deux points.
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Au lieu de dire égqm dit comme , ainsi prenons l équidifférence
A 15.12: 21 .18.

On dit: 15 ¢ comme 21 est a 18. =

llyaq ‘termes dans une équidifférence et deux rapports , il
y adonc un premier antécédent et un premier consequent, un second
antécédent et un second conséquent. T .

On écrit toujours ces quatre termes sur une ligne hbrilunlale par
suite il y a deux termes intermédiaires el deux termes exirémes
c'est=a~dire qu'il y a deux moyens , et deux extrémes

Dans I'équidifférence 1512: 2118,
12 el 21 sont les moyens, 15 et 18 sont les extrémes. La raison de
chaque rapporl est 3.

Principe 1. Dans une équidifférence , la somme des exirémes est
égale a la somme des moyens.

11 est utile de vérifier la vérité de ce principe sur un exemple, or
nous voyons que 15 plus 18 est égal & 12 plus 21,

Mais c'est la une preuve par le fait, il faul donner une démons-
tration générale , prenons donc 1'équidifférence

15.12 : 21.18.

Si nous ajoutons la raison 3 a chacun des conséquents des deux
rapports, mmmm nous aurons denc

5.15: %19! T
dans cette ﬁqnicﬁﬂémm;nﬂ_.a-e!ﬂﬁm"“‘

- =

Nous soulignons chacun des conséquents dans ces deux sommes ;
alors nous observons que le moyen 12 a élé ngenu’. de 3 unités,
c'esl-ia-dire de la raison, le moyen 18 a aussi ¢lé angmenté de
la raison. Ainsi la somme des nouveaux moyens. est égale & Ia
somme des moyens primilifs augmentée de la raison, de méme la
somme des nouveaux extrémes est égale a la somme des extrémes
primitifs augmentée de la raison. Or ces deux nouvelles sommes
sont égales, c'est done qu'elles étaient d'abord égales ; ce qu'il fallait
démontrer. Gelte démonstration peut se faire sans qu'on raisonne sur
un exemple particulier.

Puinciee Il Quand dewx rapportsinégauz sonl éevils a la suite
P'un de Pautre, ou plus simplement, gquand guaire nombres ne
forment pas une équidifférence, la somme des extrémes west pas
egale a la somme des moyens.
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Employons une démonstration analogue a la précédente.

Dans chaque rapport ajoutons la raison au conséquent, nous ob-
tiendrons I'antéeédent correspondant, et alors nous aurons gquatre
nombres dont les deux premiers seront égaux au pramia- antécédent,
les deux derniers seront égaux au second antécédent, et alors la
somme des extrémes sera égale a la somme des moyens. La premiére
somme est égale & celle des extrémes primilifs augmentée de la rai-
son du second rapport, la seconde somme est égale a celle des moyens
primitifs augmentée de la vaison du premier rapport; mais ces deux
raisons sont différentes, donc la somme des moyens n'est pas ¢gale &
la somme des extrémes. ee qu'il fallait démontrer.

On peut appliquer ce raisonnement & 'exemple suivant 12.8 et 7. 2,
la raison du premier rapport est &, la raison du second rapport est 5.

On a en ajoutant a chaque conséquent la raison du rapport cor-
respondant 12,42 et 7.7 par suited

124-7=124-7.

Mais la premiére somme est égale i (12+-2) 45, la seconde est égale
i (8474, denc!ﬁqfié%e;:tpu&;’i)?--t -

Pumixcipe I11. Si qualre nombres sonl écrils d la suile, et sont
lels , que la somme des extrémes est égale d la somme des moyens ,
les quaire nombres forment une équidifférence.

Car si les quatre nombres ne formaient pas une équidifférence, la
somme des exirémes ne serail pas égale i la somme des moyens, ce
qui est contraire a I'hypothése , donc (1) les quatre nombres forment
une équidifférence.

ConorLame. 1 Dans une équidifférence, si Uon fail des chan-
gements sur les termes, sans allérer U'égalité de la somme des moyens
el de la somme des extrémes, les nombres oblenus forment encore
une équidifférence. Cela résulte du principe 1.

On en conelut qu'on peutl dans une Lqmdlﬁerenm,ohnger l'ordre
des moyens, sans que les numbm cessenl de former une proportion
arithmétique.

On verra de méme qu'on peut changer l'ordre des extrémes, et
enfin qu'on pourra meltre les moyens & la place des extrémes, et
inversement. Pour mettre de l'ordre dans ces changements, nous
laisserons d'abord les moyens moyens, puis nous melttrons les moyens

(1) Si deux ¢quidifférences ont un rapperl commun, les autres rapports forment
une equidiférence ; car ces denx aulres rapporis<lant égaux a un troisieme, sont
LEauy entre cux.
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a la place des extrémes el inversement. Pour hpnmer cas, il en
résultera trois nouvelles équidifiérences ; pour le seeond il y en aura
quatre nouvel , en tout sept nouvelles ; et par suite on voit qu'avec
quatre nombrﬁ venables , on -‘Mm?wil éqmﬂm!enees
Exempld’ e = -f -
i° Lu moyens restent moyens el las l..ll.[é!ut:b reslent extrémes:
7. 8: 488"
L ? iﬂ 3.8
e 127
y 3 ‘lﬁ 3.79.

b l.as moyens deviennent extrémes et récaproqnmnl

128:7.3

12.7:83
38:7.12
3.7:8.12 (1).

Cororcaire 2. Si l'on ajoute un méme nombre @ un extréme
quelconque et & unmoyen quelconque , il y a tonjours équidifférence
entre les deux nouveaux nombres obtenus, ¢t les deux nombres qui

Par exemple, soit = 12.8:7.3,
on aur T YL gy g7,
ou bien 124-58:745.3.

Ce uuﬁ'&ﬂmn si I'on retranche un méme nombre d'un moyen
et d'un extréme quelcongues.

D'ailleurs on pourrait donner de ces corollaires des lﬁmomlralions
directes; mais assurcment ces principes ne sonl pas assez importants,
pour qu'on 8’y arréte plus longlemps.

Une remarque doil étre faite encore.

Dans notre définition du rapport arithmélique , nous avons supposé
l'antécedent plus grand que le ‘conséquent. 11 est évident que si le
contraire a lieu,, il suffira de dire que la raison est le reste de la
soustraction du premier qu'on a retranché du second, cl alors de

- = TR R .

(1) Si deux équidiférences ont les antécédents égaux, les conséquents peuvent
former une équidifférence. En effet, en changeant les moyens de place dans ces
deux équidifferences, on trouve deux équidifférences qui ontun rapport commun ,
done, ete.

Si Fon a deux équidifférences, et <i U'on ajoute les termes de meéme ordre, les
quatre sommes qu'on obtient forment encore une équidilference.
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; modifier d'une maniére convenable les démonstrations données plus
haut dans la premiére hgpalhése Ainsi I'équidifférence 7.12: 3.8 est
dans ce cas, on doit dire qu'en relranchant 7 de 12 on obtient le
i méme reste qu'en retranchant 3 de 8.,
h Pour les rapports géométrigues , une remarque analogue doil étre
faite : cependant dans ce cas, on peut conserver la méme définition ;
car un quotient peut étre plus petit que l'unité.

Expliquons cette remarque sar un exemple. Le rapport de 15a 3
! est 5, si j'éeris 15 : 3, la raison est 5; mais si j"écris 3 : 15, faudra-t-
i il dire qu'on divise encore 15, c'est-a-dire le conséquent par la raison?

cela est inutile. En effet, en divisant 3 par 15 on obuent;._
: Ainsi la raison du rapport 3 : 15 est ;; eten multipliant '15--pl' 500

obtient !g— ou 3, Ce qu'on devail prévoir.

; Quand on donne trois nombres el qu'on en veut trouver un qua-
tricme qui puisse former une équidifférence avec les trois premiers ,
on se sert du principe L.

Supposons qu'on cherche le quatriéme terme d'une équidifférence, |
pour 'obtenir on fera la somme des deux moyens, el de celte somme
on retranchera le premier terme, c'est-a-dire 'extréme connu. Car
la somme des moyens est égale a la somme des extrémes, et l'on
_ sait que le but de la soustraction est de trouver une partie d'une
i somme connue , quand on connait I'autre partie de cette somme.

Cerlaines équidifférences sont trés-fréquemment employées, ce
‘sont celles dans quuellu les deux moyens sont égaux, soil par
l exemple T 1512:129.

12 est dit une moyenne différenticlle ou une moyenne arithmétique ,
on a 15-9 égale 1212 ou 2 fois 12; par suite, 12 est égal a

(154-9):2, ce quion éerit ainsi 12— 21—,

On dit alors qu'une moyenne arithmétique entre deux nombres est
égale & Ja demi-somme de ces nombres.

8i l'on veut avoir la moyenne arithmétique entre 7 et 12, on
pourra éerire en désignant l'inconnue par x;

To:242,2 fois la moyenne @ égale T plus 12, c'est-d-dire
que x= 7+12 -—-+—9+§,0u bien & =195. On aura ainsi :

{_
|
|
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7.9,5:9,5.12 (1).

PROPORTIONS Gmm OU PAR QUOTIENT OU lml.EHBN'I’
PROPORTIONS. 1

38. En remplacant les mots ajouter et retrancher par les mols mul-
tiplier et diviser , les mots reste et somme par les mots quotient et
produit, on obtient pour les proportions des pnncipea analogues &
ceux des eqmdtﬂémces

Assurément les principes relatifs aux proportions sont simples; -
mais comme lous ces principes servent & résoudre un grand nombre
de questions arithmétiques, et comme ces principes servent a simpli-
fier d'autres parlies des malhématiques, nous nous élendrons longue-
ment et sur les propriétés fondamentales et sur les conséquences
nombreuses qui en résultént; nous ferons observer seulement que le
nombre des principes fondamentaux se réduit aux deux suivants : 3

Princiee 1. Dans une proportion le produit des extrémes est
égal au produit des moyens.

1l faut recourir a la définition et savoir qu'en multipliant un con-
stquent par la raisnn d'un rapporl on oblient T'antécédent. Ainsi
nous avons:

e antéeédent @ 1% conséquent :: 2¢ antécédent : 2° conséquent.

Si nous multiplions chague enl par la raison de chaque
rapport (celte raison est la meéme), nous obtenons :
1or Antécedent @ 1°7 Antécédent 2 2 Antécédent : 20 Antécédent.

Et alors il est évident que le produit des extrémes est égal au pro-
duit des moyens. Mais ce produit des moyens est ¢gal au produit des
moyens primilifs multiplié par la raison, puisqu'un des facteurs a
élé multiplié par la raison, il en est de méme du produil des ex-
trémes, donc dans la proportion donnée, le produit des moyens est
¢gal au produit des extrémes (2).

(1) Prendre une moyenne enire plusicurs nombres, ¢'est faire la somme de tous
ces nombres, et diviser celte somme par le nombre des partics employées pour
trouyer celle somme. Ainsi la moyenne entre les cing nombres 73 3; 4; 8 el {1 est
7434448411 88
=S g

(2) On donne aussi cette seconde démonstration :

Un rapport géometrigue peul étre considereé une fraction ; une propor-
tion géométrique esl done l'égalité de deux fractions. Si nous les réduisons an
méme dénominateur; les numérateurs des transformées seront égaux. Mais ils se-
ront, d'une part, le produit du premier antéctdent par le second conséquent ;
d'autre part, le produit du second anlécedent par le premier conséquent, done le
produil des moycens st égal an produit des exirémes. Ce qu'il fallait démeontrer.

e e e L e e g e~ --"“t_.' . 3 —— — _
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Prenons un exemple : =
18:6::45:15;
multiplions les conséquents par la raison , nous obtenons
18:63 on 18::45:15X3 ou 45.

Ainsi nous avons 4,8x(15.3}=-6.3x A5, 5
ou bien g (18 X 15) .Bw-s(ﬁxlfn) 3, ;
done A8 X 15 =6 X 45.

Prisciee 11, Si quatre nombres ne sont pas en grq_:orlwn le
produit des exirémes nest pas égal au wndmt des moyens. Ainsi
les deux rapports sont différents. - .
Multiplions chaque conséquent pnr rla raison ccrrupondanle nous
ublenons les deux auleccdents correspondanu, el dansees qual.rc

nombres nous yoyon. . ( des : _ .
des exirémes. Or e produit -' nnnveanx moym, m dgal au yro—
duit des moyens primilifs mulhplié par la raison du premier

rapport , e produit des ne yeaux. exirémes cst ésaiqg,wda
atrémes primitifs mutiplié par la rapport, or
ces deux raisons sont différentes, donc le produit des moyens primitifs
u'est pas ¢gal au produuduauemu Ce qu'il fallait démontrer.

Exemple: R [~ “ 18:9.

La raison du premier rapport est 5, celle du second est 2.

Nous aurons 15:3 x5 et 18:9 X2, oubien 15:15::18:18, or
15X 18 est égal & 15 X 18. Mais cela est (3.18).5 et (15.9).2. Or si
deux produits de deux facteurs sont égaux, i les deux derniers fac-
teurs ne sont pas égaux, il en résulte que les premiers sont aussi
différents, done 3.18 n'est pas égal 4 15.9. Ce qu'il fallait démon-
trer (1). i g

Prisaier 111, (ou :&l@in des deux premiers principes).

Si le produit de deux nombres est égal au produit de deux
aulres nombres , mm: les quarra nombres on peul former une pro-
porlion.

En effet, si les deux prgmiers nombres sont les extremu, et les
deux autres les moyens, il y aura proportion; car si les qualre nom-
bres ne formaient pas proportion, le produit des extrémes ne serail

(1) En employant les fraclions égales aux rapports donnés, on peut mir‘u’en
les réduisant au méme dénominateur, les fractions étant differentes, les numeéra-
teurs seront differents, done le produit des extrémes n'est pu égnl ‘au produit des

moyens,
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pas égal au produit des moyens, ce qui est contraire & I'hypothése.

Par suite, on voit gu'avec les quatre nombres d'une proportion on
en peat runner sept nouvelles. D'abord en changeant les moyens de
place , puis les exirémes, et enfin en meltant les extrémes & la place
des moyens et en .changeant ensuite l'ordre des moyens et des
extrémes, sur la proportion qu'on obtient. Ces transformations sont
permises, car on aura toujours le produit des extrémes égal au pro-
duit des moyens.

Soit pmepourexemplalap:operuonmi’r‘ 42:7, on aura

1°30: 5:182: 7 ’
30:42:: 5: 7 [ Les moyens restent moyens, et les extrémes
T: 5:042:30 extrémes.
7i42:7 5130

P 5:30:7 T8\ -
5: 7::30:42 | Les moyens sont mis a la place des extrémes
3230 735 et les extrémes a la place des moyens.
42 7::30: 5

Ainsi avee quatre nombres en proportion, on peut former sept
+ en toul huit proportions.

Corollaire 1. Dans une proportion, si 'on multiplie ou si I'on di-
vise en méme temps un moyen el un extréme par un méme nombre,
il y aura encore proportion entre les termes transformés et ceux qui
m'ont pas élé alterés; en effet, on aura toujours le produil des ex-
trémes égal au produit des moyens, puisqu'en multipliant un des
moyens par un nombre, le produit des moyens aura &1é multiplié
par ce nombre , et puisqu'én multipliant un extréme par ce nombre,
le produit des extrémes aiira été multiplié par ce nombre. Soit pour
exemple la proportion

45:9::180:36, on aura 45X 2:9:: 180 X 2:36,

ou bien A5:9 X 4::180:36 X 4;
ou bien encore % B 180 : 36,

le plus fréquemment, on divise un nnlécedem el son conséquent par
un méme nombre, qfiand on apercoit un facteur commun a ces
deux termes. Ainsi on diviserait 45 et 9 par 3, ee qui donnerait
15:3 11180 1 36.
Nous engageons le lecleur  faire sur les termes d'une proportion
toutes les modificalions possibles, parce qu'on a trés-souvent hesoin
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de proportions dans les ml.hémaliqua, et qu'il faut savoir les sim-
plifier. .

Ainsi quand il entre une fraction dans une proportion, on peut
multiplier deux termes de la proportion par le dénominateur de la
fraction, et I'on n'a plus qu'a opérer sur des nombres entiers; car
alors le dénominateur disparail.

Corollaire 2. Quand on connait les (rois premiers termes d'une
praportion, le quatriéme s'oblient en divisant le produit des moyens
par l'extréme connu. Nous savons qiie le produit des moyens est égal
au produil des extrémes, done I'extréme inconnu multiplié par I'ex-
tréme connu est égal au produit des moyens, nous avens donc un
produit de deux facteurs et I'un de ses facteurs, ce qui conduit & une
division. Désignous le quatriéme terme par @, dans la proportion
saivante 38:24::19:2. On aura 2619 égal a 38Xw; el par suite =
cgal a 2?;;19, ce qu'on écril d'une maniére abrégée, 24 X 19=38xx,

d'on &= 2%.12: en effectuant les calculs, on a wa'_%-,. en divi-

sant on trouve pour quolient 12. Mais on pouvait simplifier en divi-
sant le numérateur et le dénominateur par 2, de cette maniére
12;19' et par suite on voyail que @ était égal a 12, puisque le

facteur 19 était an numérateur el an dénominateur.

Corollaire 3. Quand dewx proportions sont éeriles une sous
lautre, terme pour lerme, si Uon mulliplie par ordre les lermes
e ces deux proportions, les qualre produits qu’on obtient forment
encore une proportion. Car on peut vérifier encore 1'égalité du pro-
duit des nouveaux moyens et des nouveaux extrémes, en indiquant
ces deux produits et en groupant les facteurs d'une maniére con-
venable. Soient les deux proportions ;

18:6::42:14

25:3::48:12

1824, 63, 12X48 et 14x12.
Indiquons les produits des moyens et des extrémes, nous avons
(18 X 24) (14X 12) et (6 3)142 X 48),

que nous pouvons disposer dans un autre ordre 18.1% X 24 X 12 el
6.42 X 3 X 48, or i cause de la premiére proportion, on a 6 X 42
égal & 18 X 14 ; & cause de la seconde, on a 3 X A8 =2k x 12, done
enfin le produit des nouveaux moyens est égal au produil des nou-

} , én mullipliant terme par terme, on obtient




ARITHMETIQUE. LIVRE 1. PROPORTIONS. pirl

veaux extrémes, et par suite on a 18 X 24:6 X 3..4.! x A8 i 1AX12;
ce qu'il fallait démontrer.

Le raisonnement serail le méme pour trois proporhum ou méme
pour un plus grand nombre de proportions.

Ainsi, quand plusieurs proporlions sont écrites les unes au-des-
sous mw;, si on multiplie les termes entre eux par ordre , les

quatre wils généraux gu'on obtiendra forment wne pro-
portion. - .
Exemple : - . 3:45::7:35
8:2::24:6

18:6::45:15
onaura: 3IXE8XAB8IGX2X6::7 X24X 45 :35X6X15.

Prenons une proportion , et écrivons-la une autre fois sons la pre-
miére ; en multipliant entre eux les lermes de ces deux proporlions ,
on a une nouvelle proportion. Mais alors les quatre produils sont les
carrés des termes correspondants de la proportion donnée. Done, les
carrés des termes d'une proportion forment une nouvelle pro-
portion.

Et encore : les mémes puissances des qualre termes d'une pro-
portion forment une proporlion.

Ainsi, I'on a21® ;3% ; 14* 1 2% el 21°: 35 ;145 ; 2%, parce que les
quatre nombres 24, 3, 14 et 2 sonl en proportion.

En général, chat[nc opéralum de lanlhméllque a une opération

i i ~de l'addition , la division

est l'inverse de la muluplwahon. L'élévation & une puissance doit

avoir aussi son opération inverse. Celte opération se nomme extrac-

tion de racines. Ainsi, on nomme ragineg quarrée ou racine carrés

d'un nombre, un nombre qui , mulliplié par lui-méme, donne pour

produit le nombre propose; ainsi, % est la racine carrée de 16, 5 est
la racine carrée de 25, 10 est la racine carrée de 100.

Cela poseé, il est naturel de penser que les racines carrées des qua-
tre termes d'une proportion sonl en proportion, nous le démontrerons
bientot aprés les procédés et la theorie de la racine carrée et cu-
bique.

11 est évidenl gue i deux proportions ont un rapporl commun ,
les autres rapports forment une proportion. Car deux quanlités
égales & une troisieme sont égales entre elles. Ce principe esl trés-
souvent appliqué.

Exemple: 1o 21 :3::14:2,

2 21:3::42:6,
il en résulte la proportion : 14:2 ::142:6.
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De méme ; #i deww proportions ont les anlécédents éganz, les
conséquents forment une nouvelle proportion, car on peut changer
les moyens de place dans chacune des deux ‘proportions, et alors on
trouve deux proportions qui ont le premier rapport commun, d'oi il
résulte que lesdeux antres rapports sont en proportion ; mais ces deux
derniers rapports sont formés des conséquents des deux propomum.
done ces conséquents sonl en proportion

Exemple : . 3:15::7:35 ) n 3: 7 t15:35
3:183:7:820 "% °3:7::18: 42
done enfin, 1523572 18142 Caqn;l fa]lmldémﬂnlrer

Par un semblable raisonnement , on feraitvoir que si deux propor-
tions onl les conséqgenm égaux , les antéecédents forment une pro-

Prmespe IV. Si dans une proportion, on fau Ja mmmc des deuar
premiers termes et la somme des dewx derniers, il en résulte une
nouvelle proportion entre la sommne des deux premiers el le second
et la somme des deux derniers et le troisiéme ; on plus simplement,
la somme 2 deuw premiers termes est aw second comme la somme
des deuz ¢ s est au quatrléma ep——

Soit prise : pour ¢ exemple la proportion 186 1145 : 10 En muhnl
6 218, la raison du premier rapport angmente d'une unité; en ajou-
tant 15 443, la raison du second rapport augmente aussi d'une unité;
or, ces deux raisons élaient églmud done elles sont encore
¢gales maintenant, donc les quatre nombres forment une nouvelle
proportion, et 'on a

AB4-61:611454-15 15.

On arﬁveni!“ aux mémes conséquences si I'on retranchait chague
conséquent de son antéeédent. Ainsi; la différence des denx premicrs
termes est au second comme la différence des deux derniers termes
est au quatridme. On énonce ces deux principes de cette maniére :

La somme.ou la différence des deux premiers termes est qu se-
cond comme la somme ou la différence des deux derniers est au qua-
tricme. Ainsi, l'on dira : 18226 :6 12 457215 : 15; changeant les
moyens dé place dans cette proportion , nous obtiendrons :

18E6:45+15::6:15.
Dot cette nouvelle conséquence : la somme ou la différence des denx
premiers termes est i lasomme ou i la différence des denx derniers
comme le second est an quatriéme, ou bien comme le premier est au
troisitme , puisque I'on a 18 345 6:15.
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Corollaire 1. Dans une proportion , la somme des antécédents esi d
la somme des con.se’quénts comme un antécédent €st & som con-
séguent.

En effet ; Inngmm les moyens de place dans la proportion don-
née, le premier rapport devient celui des antécédents, et le ‘second
rapport est celui des Mﬁw or, d'aprés le principe 1V, on
u;::?ma la somme des deux antécédents est au second anlécédent
¥ la somme des conséquents est au second conséquent, ou bien,
en changeant les moyens de place , on trouve enfin le principe énoncé
dans ce corollaire.

Le méme principe est vrai si I'on prend la dlﬂamwe des anlécé-
dents et la différence des conséquents; il en résulte cette conséquence :

La somme des antécédents est 4 la somme des conséquents comme
la différence des antécédents est d ladllﬁrencc des conséquents. Ou
bien encore, en changeant les moyens de place dans celte nouvelle
proporlion, on trouve enfin cet énoncé : La somme des antécédents
estaleur difference comme la somme des conséquents est a leur diffé-
rence.

Nous répetons ici que les énoncés de ces différents principes et de

ces corollaires doivent étre continuellement présents i la mémoire des
éléves.
- “Au lien d'ajouter une fols. un conséquent a son antécédent, on
pourrait l'sjouter deux, trois..., dix fois, etc. Par suite, on a ce
nouvel énoncé : La somme du premier terme plus m fois le second
(m est mis pour un nombre guelconque) est au second, comme le
troisicme plus m fois le quatriéme est an quatrieme.

On nomme proportion continue une proportion dans laquelle les
deux moyens sont égaux. Ce moyen est dit alors moyen proportion-
nel entre les deux extrémes. Ce qui corréspond & la moyenne avith-
métigue entre les deux nombres pour les équidifférences.

16: 8 :: 8 : 4 est une proportion continue, 8 est moyenne propor-
tionnelle entre 16 et 4. Dans une pareille proportion, le produit des
extrémes est encore égal au produit des moyens; ces moyens élant
égaux, leur produit est le carré de ce moyen. Done, dans une pro-
portion continue, le earré du moyen est égal au produil des ex-
trémes, ELpar suite, on voit qu'une moyenne proportionnelle enire
deux nombres est égale & la racine carrée du produit de ces denx
nombres, la racine carrée est désignée par ce signe ()/) qui précéde
le nombre ; ainsi, 727 est prononcé racine carrée de 27; cela posé ,
soil & prendre une moyenne proportionnelle entre 48 et 3, on aura,
en désignant la moyenne par =, 482 1213 et par suile , 48X 3=n",




80 MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

etenfin, =V 48 % 3. En effectuant on trouve 12, el on a par
suite 48112171214,

Nous ferons voir bientét que la moyenne géométrique entre deux
nombres est plus petite que la moyenne arithmétique efftre les mémes
nombres.

39. Pour simplifier les solutions de tertains problémes ol 'on'gonsi-
dére des rapporls égaux, on pose le principe snivant: =

Pans une suile de rapports égauzx, la somme des anrdcédmu est
d la somme des conséquents comme un antéeédent est @ son con-
séquent,

Prenons un exemple :

24:6::16:4::28:7::32:8.

Les rapporis 20:6, 16:4, 28:7 ont pour raison 4; ils sont donc
egaux. On énonee ainsi une pareille suite : 2§ est 4 6 comme 16 est a
&, comme 28 est a T, camsﬂﬂlhﬁ

Avec celte suite, on peut former autant proportions récllement
distinctes qu'on peut disposer 4 nombres a deux de toutes les
maniéres di

Or, prenons les s deux premiers rapports, ils donnent la pro-

porti 24:6::16:4.

Dans celle proportion, l'on a 2416 1644 ::16:4, Or, le rap-
port de 16 & & est égal au rapport de 284 7; on aura donc en rempla-
cant par ce dernier rapport le rapport égal 16: % ;

24--16:6-4+4::28:7.

Mais dans celle derniére proportion , la somme des antécédents est
i lasomme des conséquents, comme un mtécedmm s0n conséquent;
par suite on aura :

T2 164-28:64-44-7::28:7

Remplacant encore le rapport de 283 7 par le rapporl egal 2818,
on obtient : -

24416428 : 6-4-4-7::32:8, et enfin on trouve:

244164 28-4-32:6--4-474-8::32: 8.

Ce qu'il fallait démontrer.

Il est évident, d'ailleurs, gqu'on peut remplacer le rapport 32:8
par un quelconque des rapports égaux. Le raisonnement que nous ve-
nons de faire convient & un nombre quelconque de rapporis ¢gaux.

Soient prises des proportions comme exemples, nous verrons qu'on

en peul faire dans certains cas une suite de rapports égaux.

LY
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Désignons des inconnues par a:. y el z, el prenons les trois pro-
p’omom s :‘!\‘__ .
e 3‘ .-n y" 3:5

z2.:5:0
: #‘*f“a ;
En changeant Iés mdféﬂp places, nous rousons
“3 ty:b
: v.:'%‘ :‘7
s i T T

la dernidre est une conséquence des deux nrméns on peut écrire
la suite des wm - L :

.e3"y5 z7

doﬂrﬂﬂl&hm -'".'... - 2]
a4 & - 1 S5ude: 2By 5008 T .
Nous emploierons hiengéte'éﬁe roporuon oudes o

] problémes nommés régles de
o%*.gﬁglqﬂmg une shiwﬁmpoﬂs ngf

.(-!‘-ns 5 "" % x“afs:ﬂ‘su Ty t‘ﬂﬁ.t.) B 3 : ."l'”'-l
, A ﬁ‘wrsb-z.:».s e ¢
_Cette manidre d'éerire est considerée eo:hm co'rn‘em w
péut cofiduire & des inexactitudes ;- aussi ne 1'4vons-nous -
pour qu'on en comprelme ia ugmﬂm% la renes TR or
mn‘!‘m e

RE R wa*tun:wu'

dé "cel(e ma-

SRAD- YR

Nnm myonl encore devmr a.ve:ur les. leeteurs qna Ies éno
tmiu principes de !)a théorie des proporuonsdoi:eﬂt “étre conti-
nuelle t présents a leor mémoire, et nous ferons 1 re
que lesm];%mipes véritablement fondamentaux sont mmgg:m
résument la théorie des proportions par quotient.

Principe I. Dans une proportion, !e produﬂ M exirémes est

_égal aw produit des moyens.

Principe 11. i guatre nombres ne sont pas upmpomm e
produit dasqntr@u west pas. égal.au produil des moyens.

Principe IIL. Zufin, la_somme des dews promiers termes estaw
second conpne la somme des dew derwiers ost aw qualriéme.

[

e T s, | N e e e T T
2 .

Sl
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LIVRE 'J:.RQIS;EME,

_ PUISSANGES x;r-;mm:s 3

. EXTRACTION DE LA RACINE CARREE DES NOMBRES ENTIERS
~ BT DES FRACTIONS.

nxmcnm« DE LA nacmz mmmi S, -

PEmyE—

* e
]'-»

Le carré d'un nomhi:a ou hdmmmm est :
le produit qu'on obtient en multipliant ce nombre par lui-méme.
Amu 4 estle carré de 2, Qestlecatréded. .

4# racine carrée dun nombre, ¢'est trouver un nombre '
4'par_lui-méme, produise 1 donné. Ea un
mut, la_racine carrée d'un Wm“ e dont le carré est
le nombre donné,

Ainsi, 3 est la racine earrée de 9, car le carré des dst 9. L'extrac-
tion d'une racine est une opération inverse de I'élévation a la puis-
sance correspondante, et de méme que pour la divisien, qui est 'opé-
ration inverse de la multiplication , nous avons elierché a dénire le
procédé. de remarques faites sur la multiplication ; nous formerons
d'abord les carrés des nombres d'un seul chiffre, MW'
rons comment se forme le carré d'un nombre de dnuxchnﬂm

Nous en dédairons le procédé d'extraction de la racme carrée,d

nombre de Plus de deoxchiffres, et nous verrox 'ﬁu’f gxné-
raliser , pour un enﬁer Jue 2, la m lhode hqu?le
on est parvenu pour 1'extra dé1a racine carrée d'lm jﬁi‘mbm de3

oude & chiffres.

- Lescarnie de i Sy 5 6T s, 9, 10,
© sont 1, &, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,

Nous voyons réciproguement que les racines earrées des nombres
de la seconde ligne sont les nombres corfespondants de la premiére.
Mais parmi les nombres entiers de deux chiffres , quatre-vingt-dix
ne sont pas les earrds de nombres cntiers, Pas exemple, 38 ne peut
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pas avoir de racine entiére, puisque 38 utamkenmsﬁ qui
est le carré de s,eudmm estle carré de 7.
~ Tlest naturel de cherchet mlammmsspmumminrle v

produit d'un nombre fractionnaire multiplié par lui-meme. En un

mol, voym esl l&’ellﬂ ire. e
Snw que lawe kzctwnnmﬁ»{—,[. érmrﬁ an carré, soit

egu-aas il est plus nmple de h-ansﬁwmer 6 en T, nous oblenons

aiors "i" en ajoutant F' nous ahunnns ; formons le carré de

45 45 45 45"
7.tlenl#mh—>(—-,cesl k—dnre—.?——?-— ce qui est égal & T

g élait srrédm:ubie donc 5 et 7 sont

prelmers antre eux, donc %-5;-. est encore un nombre fractionnaire ir-
réductible (ne %}. il est donc impossible que 38 soit égal & —‘?-r,denc

or, le nombre fractionnaire

ﬁ nem&%ﬁmc&tﬂuﬁaﬁ ____

*Ainai en général , un nombre qui n'est pas !e carré d un nombre
entier, ne pmwm
par suite, meunmmmmbla (»i;. LS

Qu'est-ce donc alors qu'extraire la racine carrée d'un nombre
comme 67, puisqu'on ne peut trouver aucun nombre qui, multiplié
par lui-méme , donne 67 7

De méme quon ne trouve le plus souvent le quoticat ’ane divi-
sion qu'avec une approximation , en g&nbnl on ne trouve les ra-
cines des nombres qu'avec des a

Ainsi par exemple, 67 étant compris entre 6! et 81 sa racine sera
comprise entre 8 et 9; 8 serail donc la racine de 67, 4 moins d'une
unité, c'est-a-dire @ une unité preés.

(1) En général soit A un nombre entier, qui n'a pas pour racine un nombre en-
e m e
tier. Supposons qulil ait pour racine un nombre o on aura done A-a(;) —

ainsi A=— PR et 9 sont premiers entre eux, on avrait AxXn®=m?, par suite

Ax R= 100 A est premier avee m, done il deveait diviser m; ce g et
absurde,

e
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Nous verrons bientdt qu'on peut toujours trouver deux nombres
trés-pen différents I'un de Iautre, et qui élevés au carré compren-
nent le nombre donné. L'un dudeuxn&sh;ueuduhmm du
nombre donné avec une certaine approximation, et c'est pour cela
que I'on dnquelqupentapprocherd‘unqmim d'une quantité anssi
petite qu'on le veut {1).

Nous devons dire méme que les extractions par approximation sont
la partie la plus mparmde ce troisitme livre de notre arithmé-
tique.

Daprés la définition pour avoir la racine cm-ée de '129. par
exemple , il faudrait faire les carrés des nombres entiers consécutifs
jusqu'a ce qu'on trouvat 729; mais ce procédé qui résulte de la défi-
nilion méme de la racine carrée est impraticable pour des nombres
considérables & cause de la longueur des calculs, on emploie n&n
un procédé denracuen% qui e est.fondbm de;mdﬂnﬂnnnrés-
simples. B

Quand le nombre donné est de deux chd]’res, lA m:me na'_ru:t

qu'un seul chiffre , en la trouve de mémoire.

Quand ce uombre donné est plus grand que 100 comme le carré de
10 est 100, la racine du nombre donné sera plus grande que 10, elle
devra doncmntenu' des dizaines, et ellnr.onnendrq en genéral des
unités, voyons done commept se forme. le carré d'un nombre qui
comlentdesdmmuet des unités. Faisons le carré de 57.

57
Opération
Carré des unités - p—t
Produit des dizaing -
Produit des unités dizaines 3§0

Guré dcs dizaines

('est-i~dire, en procédant- par l'ordre des nombres les plus ¢levés,
ce carré d'un nombre formé de dizaines et d'unités contient : 1° le

(1) Ainsi on sdmet qu’il y 4 un nombre & la vérilé incommensurable, c'est-d-dire
gui n’est i entier ni fractionnaire, qui, ¢leve au carré , donne 38.

Gest ce nombre gu'on appelle par analogie la racine mrrée de 38, el on esl au-
torisé & admettre, quil y a en effet un nombre pareil, puisqu'en élevant deux
nombres extrémement peu diflérents I'vu de Pautre, on trouve deux nombres qui

comprennent 38.
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carré des dizaines; 20 deus fois le produit des dizaines par les unités
et enfin le carré des Gmités1); lo carré de 57 est

Cherchons hu&mrée de 3249.

Ce non tplus grand que 100, sa racine est done p!ﬁtgrande
cine élant composée de dizaines et d'unités, son carré
1: 10 le carré des dizaines, 2° le double du produil des
dumnes par lesuﬁ&& et le carré des unités; mais le carré de dix est
cent, et Je wﬂ‘&&? dizaines ne peut étre qu'un nombre de centaines;
co catrb des dizainés ne Q.ent donc dtre que dans les centaines du
nombre 3249.

Je suis done conduit & séparer les centaines de ce nombre. Alnsi
je sépare sur la gauche los centaines de 3249 par une virgule, et je
suis conduit & extraire la raciné carrée des 32 centaines obtenues.

La racine-carrée de 32 est 5, car 32 est compris entre 25 et 36, 25
a pour racine 5, et 36 a pourracine 6, donc 5 est la racine du plus
grand carré mnl.equ dans 32. 11 est donc naturel de dire que 5 est
le chiffre des dizaines de la racine; mais une question se présente
32 ne conlenait pasveul&ﬂaeul% carré.des dizaines, il pouvait con-
tenir encore les reténues provenant de la somme des deux autres
parties, il est donc nécessaire de voir si 5 estle chiffre des dizaines
dehrmmmmmlm L

32 est compris éntre 25 et 36, 32 et 36 dﬂ’l&mt a\l moins d'une
unilé ; en mnli.rplmnl ces trois nambres par 100, nous avons encore
3200 compris entre 2500 et 3600; mais 3200 et 3600 difftrent au
moins d'une centaine, par suite. en ajoutant i 3200 un nombre
moindre que cent, ¢'est-a=dire 49, on obtient encore mﬁﬂs petit
que 3600 ; done ce nombre donné est compris entre 2500 qui est le
carre de 50, et 3600, qui est1e carré de 60. Ainsi la racine de 3249

. s

(1) Mgnoﬁs Jek dizaines par d et les unilés par w , le ndmbre sera d+ w, dono
le cargé s'obtiondra en multiptiant d+ ¥ par d+ w; en multipliant par ordre et en
rassemnblant los termies égaux, on trouve (d+u)?==d*+2du+ul. Dans l'opération,
on commence par multiplier par les dizaines, puis par s unités

d+w
diyu

d¥+dw
+ dutu?

dv+adu + ut
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est comprise entre 30 el 60, c'est-i-dire entre 5 dtmmemchxames.
donc 5 est le chiffre des dizaines de la racine (1): -

11 est naturel de retrancher le carré de 5 de 32, mohtlantpour
reste 7, et @ la droite de7, on abaisse la tranche de deux chiflres
qui suit , oqgtxaem alors 749. Ce nombre contient les autres
parties ‘du carré de Ja racine de 3249, c'est-a-dire deux fois le pro-
duit des dizaines par les unités et le carré des unités. ll’lis ce double
prodmtda.dmwhs unités, éhn.;,nnmmbrede'dmmu ne

pourra se trouver que W 49, je suis donc conduit
a séparer les dizaines de j'ob em%lzﬁ 74 qui doit contenir ce
double de 5 multiplié par e ¢ ¢hiffre des unités; dome en divisant 74

par 2 fois 5 ou 10, je pourrai avoir le clufl?re des unités 10 est con-
tenu 7 fois dans 74 s Je puis
Car on ne peut pas assurer q M des unités
puisque 7§ contient non-seulemenl le double p s dizaines
par les unilés, mais encore les diuines provenant du carré des uni-
(#s. Mais cel essai se fait en’ épﬂm!?i 4@ droite du doulile des di-
zaines (ce o fait préndre & ee double des dizaines sa valeur relative),
et en multipliant par 7, le produit se compose : 10 du’ carré des di-
zaines; 2o deux fois le produit des dizaines par les unités: ces deux
parties sont ¢e qui complite le carré de 57. Or en multipliant 107 par
7, on obtient 749, done T est le chiffre'de l&u&nﬁ‘ Wl ‘opt~
\

ration de la maniére suivante :
. 3249 | 5
carré de 51 e -
reste suivi de la tranche 749 B
— o (YR ¥
reste nul. o Wy e

Appliquons le méme raisonnement au nombre 5467,

Ce nombre est plus grand que tﬂu.hmme plus grande que 10,
contient des dizaines et penlr-mdiwmtés dans ce cas 5467 contient

(1) On éerit ainsi en abrége 1¢ raisonnewment pricedent (T signe <. signifie plis
petit que, ainsi 3<7 s'énonce 3 plus pelit gue 7).
25< 32 < 35 maltipliant par 100, aprés avair
remarque que 32 et 36 différent
au moins de 1, 25% 10032003600 puis en observant que 3200 et 3600
difiérent aumoins de100, 25x100<3249<3600 et enfin
3% 10 <P 32096 x 10 doncs est le chiffre des dizaines.




-

extraire | gnndwﬂ: o tenu di
racine de 54, je re Te
suivante , ﬁdmm

¢e nombre,, ee qui donne 5s.en e i
dire 14, 56- contient 14 3 fois, jiéeris 3 & la suite de 14
plie par'% 'll-tx&mégnu >76 qui est , Best

done trop gnnd.iémndssufm uaxar.j.fm.emtmme je
puis mmhudesﬁ’? mrlegum-a des unités :

:
[
1
l

4685

3 A
e x ey L - -

il faut muitiplier la racine carrée par elle-méme,
oduit d¢ e m'ih;m sl y a un reste, on
“ T'ajoute au prndml. dc la multiplication de la rmm pu' elle-
méme, et-on doit retrouver le carré. -
Les raiso:ﬁﬁ:eu ts qui p "R‘ i flisent pour quon puisse ex—
traire la racine carrée d'un uombre auss
Smtparexemp.lei exmub lamaecarmde m‘ﬁ nous aurnns
d'abord & séparer deux chiffres sur la droite, puis i extraire la racine
. carrée duplus grand carré contenu dans 36478 centaines, nous se-
rons done conduils encore & séparer deux chiffres sur la droite de ce
nombre , ce qui nous conduira a.extraire la racine carrée de 364 et
en conlinuant ainsi on verra que pour extraire la racine carrée d'un
nombre plus grand que 100, il faut employer le procédé snivant.

REGLE GENERALE DE L'EXTRACTION DE LA RACINE CARREE D'UN NOMBRE
ENTIER. =

O éerit le nombre, el d sa droile on place un Lrait pour écrire
les chiffres de la racine @ mesure guw'on les trouve. On sépare le
nombre en tranches de deu chiffres en commengant par la droite
{at premiére tranche de gauche peut wavoir qwun seul chiffre ;

i i Lanetheratd oo iindl Sl flaibbin ol baval & i1



sa o mmﬂnom m

tant am«wmw;mzrm

es daris le pombre donné, On extrait [ racine amm
ewrd.mm d@rm premiére iranche gauche; celte racine,
qui*ne peut avoir qiun est le chiffre des plus hauies
muaaatsm&n mae‘ammm«m
droite du nombre

On fuit (e w Wc«ﬂpﬂ ti it de !a pmidu

= | s
4mm abaisse la mmw:&mm
pare dans cg reste Igﬁmur ddrmts e nombre &gaudc
qui en résulte sera divise g ouble de Lo blenue. Si
ce doubladc la mwu ﬂtcosm dans lg ' Mqué,u

suit celui que l'on a trwsé.c
du double de la racine tr
résulte par le quotient trouad si le produit wWest pas p!us grand
que le reste complet, rrotmé :'6 _ »H' ient est le second chiffre de la
racine , et on I_p&:m & cette racine. Sile produit formé est plus
grand que le reste complet . on essaye ce chiffre diminué de une
ou dewx wnités jusqu'd ce ga'on trouve un.chiffre convenable ; si le
dowble de la racine nest pas contenu dans les dizaines du reste
complet, on écrit zéro @ la droite @u chiffre trouvé de la racine ,
of on opére comme ﬂuﬂremdwlmm& cas dﬂ'on u obtenu_
lnaenpfm&r:cﬂﬂmdahram o

A4 la droite du second rmodmdcrﬂhtrmﬁrﬁc‘qiuu’k,m §é-
pare les dm&wrmeotondﬁfu ces dizdines . par le double
de la racine écrite: pour essayer le q'lm ] Ve, on rma la
droite du double obtenu, et on re qui en résulle
par ce quotient , WWC'M dernier reste, swivi
de la seconde tranche, puis on écrit ce quotient W’}nﬂiﬂl}, ala *
m-m«mmgmdc la racine, puis chla méme ma-
ma‘rajwqud wﬁmﬂmm tranche @ droite.

Bxemple . 30679753
' : 25 . [T105 ] 1108
1= reste suivi de la 2o tranche 56,7 S5e

525 | 525 | 3309

ereste suivi de la 3¢ tranche %297

VI OTI 3309
Bereste 988
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B —
Avec l‘w ces caleuls, on évite d’ écnre les ptadmls deux
fois, el on qumnche;mm@m:nt Ies prodmls partiels & mesure
qu an les trouve ; alors I'opération s'écrit ams;

.,_-,_,""'-"‘506797
<65 1103
PR T AR

oy W .- o -
o e R

mais il vaut mi. aﬁmm mme dat Pleo‘b?um‘_ iers cas, de peur de
cammem!. o il ik sl '

LPremiére remarque. Quelquefoi '
tés, on diminue ce chiffre d ﬁe eux ou de troxs unités. 11
faulavoir *nninuyen de recon i lee :1'.;'". $ ainsi mo-~
difié n'est pas trop petit. On.ponrml le vérifie [ de cette
mharqu.% que la mmhm de deux nombres entiers
conséeutifs, égale le double du plus petit nombre 1.

xnettet,so:ta et a1 deux n s entiers conséeutifs. Les
carrés de ces nombres sont @* et a*~2a -1 , en retranchant du se-
cond carré le premier, on trouve pour reste .‘.’a+i ce qu'il fallait
teouver. Done, quand en extrayant Yl racine carrée d'un nombre
entier, on trouve pour reste un nombre plus grand que le double de
la racine trouvée 1. C'ést que celle racine sera Lrop pelite.

- Deuxi¢me remargue. En élevant un nombre entier au carré, le
chiffte des unités. de ce carré ne peut provenir que du carré des
unités; mais les carrés des neufs premiers nombres ne sont jamais
terminés par les chiffres 2, 3, 7, 8.

Quandnn‘pombrsentiadlummépar les chifires 2, 3,7, 8, Ia
racine du nombre donné est incommensurable. Par conséquent , alors
la racine ne peul étre trouvée qu'avec une cerlaine approximation.

Quand on veut extraire la racine carrée d'un nombre frac-
tionnaire, on ne peut avoir en général qu'une approximation ; voyons
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comment on pcul trouver la racine carrée & une unité prks-,om par
excmple q'ul est égal @ 53 et

Lenombre&SapourMnem Jetisqm;leuhracimear
rée du nombre m:mm d'une unité prh.&mﬂ'etba est
compris entre 49 el 64, mais 53 et 64 différent au mmntd uné unité;

donc enaloumg a 53, nouamﬁns&nwredummhmpar ordre

de grandeur. Done 7 est larecbewréedn nombndnﬁim
dunenm!éprés

gt ""-rﬁ—*f-l;

Racine carrée des fra

Nous savons que pour ¢l
du numérateur et oe‘lui Eng
logie, on verrail que polu'ex raire. i
devrail extraire Ia racine t.a.rrée du nnméml.mr, el oelle du.d&nonn-
I'opération ne peut aveir de sens
mation. gl

On p.enlawirfa mafmu“ vée dur

rrée d'une fraction avec une approxima-
tion connue, quand le dénamﬂur de Ja fraction est un carré,
dans les autres cas on peut ramener les fractions & avoir ponr déno-

m:mtmrducméa Soﬁhe:mﬂelnrlcmeem'éedc

extraira la racine clméa de wqm esl Fr et maﬁ, mais |1 flut

maintenant juger dus d‘%ﬂ Ippre on. npris
cntre aI- an clrré et 5 au ; en divisant par 49, , on aura donc
%
F<1§<7'_ l.armmecarree deﬁmwmm., g,
elledsﬂ%ra_dnncdsi.deminsde.-r _—

On raméne I'extraction de la racine carrée d'unéfraction quelconque
au eas précédent , en multipliant les deux fermes de la fraction par
le dénominateur de cette fraction. La fraction que T'on obtient a
pour dénonagateur un carré exact. Soit donnée par exemple ,

la l'racﬁonq—. je multiplie les deux termes de eeue fraction par 11,

el jobticns 55 divisés par 11 au_carré ou 117, ¢ esl.-a-djre TS 11 est
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inutile de -!‘éi:a le Wt, on l'indique seulement en disant que

la fraction” %-,-K La question est donc m & extraire la

nmmﬁ%, On mpwm!e tureexac!cmmtmss

n'est pas un carré parfait, mison pourra apprécier le degré dap-
proximation. On extraira la racine carrée du numérateur et celle du
dénominateur , h Tacine carrée de 55 est 7, el celle de 1 est 11 ;

done Ja racine ean-ée ohtenne esl ?! 4 moins de un onziéme prés

( pnural?regeré-ﬁ prés)-

Ewxtraction de la racine carrée des nombres décimau.

11 faut d'abord dire que pour faire le carré d'un nombre décimal,
on néglige lavirgule, ensuite on muitiplie ce nombre par lui-méme
et on sépare au produit obtenu autant de chiffres qu'il y en amll
dans les deux facleurs, c'est-a-dire ledonhle de ce qu'il y avail dans
le nombre élevé au carré.
Mmmwmnurréenct.ll y a toujours
un nombre pair de chiffres décimaax, et dsnombrerépélou—h est
double dunombre des chiffres de la racine,
2 _Il ¥ a donc un moyen (rés-simple d'exlmre la racine carrée d'un
nombre décimal, lorsque le nombre des chiffres décimaux est pair.
On fait abstraetion de Ja virgule,on extrait la racine carrée du nombre
enlier obtenu & une unité prés, et on séparé & la droite de Ja racine ,
un ngmbre de chiffres décimaux, moitié de celui du nombre donné.

Soit par exemple V&.m

543782 1 737
3 143 | 1467
537 3 7
420 | 429 | 10260
10882

10269

613

La racine carrée de 543782 est 737 a moins d'une uvnité pris.
Maintenant pour tenir comple des chiffres décimaux, il faul séparer
deux chiffres sur la droite, ce qui donne 7,37, La racine carrée cst

- SHE—— : E——
—— - o — — r
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done trouvée i moins d'un unlieme pm ear la partie néghgée est
plus petit que 0,01.

Si le nombre décimal donné renferme un nom‘.bre ampurde chiffres
décimaux, on ajontera un zéro a la droite pour avoir un nombre
pair de ¢ décimmn, puis on opérera comme dans le cas pré-
cédent. o ot =

So:l par erenqiln‘ V2,385

23 450 | 153 :
13,4 8 _ﬁa
=12 5_q 'S5

950 | 125 | 909
0 s

[T o

La racine du nombre entier est 153, el par conséquent la -racine
du décimal donné est 1,53 i un centibme prés, c'est-a-dire 153 cen-
litmes. Si lmmhmmmmm ajou-
terait & la droite du nombre autant de zéros qu'il en fandrait pour
que le nombre des chiffres décimaux devint double du mllbu des
chiffres décimaux qu'on voudrait dans la racipe, cavalors la partie
qu'on négligerait serait plus petite que: l'nu%lé de | or&c décimal du

dernier chiffre obtenu. »
Soit & trouver, par exemple V593 & 0,001 prés 0
5730000 | 2393 -
4 43 469 | 4783
S TTYRNES Sageeie B S
129 199 | 5221 | 14349
m e
14349
3551

La racine carrée est 2393, el en tenant comple des décimales, on
trouve 2,393 a un milliéme prés.

Pour extraire la racine carrée d'une fraction ordinaire avec une
approximation décimale , ou transforme la fraction ordinaire en frac-
tion décimale, et on a soin de pousser la division jusqu'a ce qu'on
trouve un nombre convenable de chiffres décimaux au quotient, puis
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on exlrait la mme,\wltedu quotient obleénu, comme dans les
exemples

Cette rédu tion d'une fraction ordumre en anhon décimale,
conduit & une théorie dite w pénod:qm mples ou
ml:w,ﬁnaaous avons ¢ =

Prenons’ popremﬂﬁ7, donl hots voulond” SEIRNG la racine .

urrﬁa 4 un eenl.léme prés; je dmse 5 par 7 et jlobliens zéro au
quotient, je transforme 5 en dixiémes, ce qui me donne 50 dixiémes,
je divise Sﬂw’? v et jlobtiens 7 pour quotient, que jemets a la droite
de la virgule, j'ai obtenu 1 pour reste que je lran!furme €n cen-
tiémes. En prenant le quolient, nous obtenons 1 et pour reste 35 on
continuera ainsi I'opération, et en placant des zéros a la droite des
restes suecessifs, on trouve enfin 0,7142 dix-millitmes en s’arrétant
aux dix-milliémes ; extrayons maintenant la racine carrée du nombre
obtenu. On fait abstraction de la virgule , on obtient pour racine carrée
8% et en tenant compte des chiffres décimaux, on obtient 84 cen-
tiémes pour la racine a moins d'un centitme prés.

Fatractions par appmn’maﬁou.

En cherchant Ja racine de 73, on trouve 8 & moins d'une unité pris,
car 73 est eompm entre 64 , dont les racinessont 8 el 9. Or, nous
avons yu qu'on peut extraire la racine d'une fraction avec une ap-
proximation marquée par I'unité divisée par le dénounnaleurde celte

fraction. Ainsi on peut avoir h racine deﬁ al 8 d'unité prés.

b e

1 est naturel de chercher si l'on ne peut pas extraire la racine
d'un nombre entier, 73 par exemple, & une approximation marquée
par %.Nompmmsmfomermensﬁudeuuemgéj,
alors nous opérerons sur le nombre 73—%‘-3 comme sur une fraction;
mais nous avons vu qu'il faut multiplier le numérateur par le déno-
minateur pour avoir une approximation marquée par I'unité divisée
par ce dénominateur. Multipliant 73 X 8 par 8, on trouve 73 X 8 X 8
ou 73 X 8, le nombre meszdoneegalamxs’

trait la racine carréde de 73 X 82, d moins d’une wnité, on divisera
?

Aprés avoir ex-

par Bét U'on aura le racine de 73 @ moins de %
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73 X 8* estégal & & 672; la racine carrée de 4 672, 3 une Gnité
prés, est 68, donc la racine de'73, imade«.ulﬁ

On dédwit de ce qui préeéde que pour kz-lm!ra la racine mrren
d’'un nombre entier abec une approximation marqude par une frac-
tion dont le numdrateur est Punité ; il suffit de multiplier le nombre
entier par le carré du dénominatewr de la fraction d'approxima-
tion, extrairela racine carrée dv produit, d moins d'une unité , et
diviser la racine oblenue par le wuw dela fraction d'ap-
proximation (1).

Nous savons extraire la racine carrée d'un nomhwe‘ﬁ'nclﬁmaire i

d'une m nous saurons done extraire aussi la racine d'un
nombre fracﬁonna:re 4 moins d'une fraction dont le numératen
rait l'anité ; pour cela il faut “mulftiplier le » fracti ion
par le carré du dénominateur de la fraction d’approrimat
extrdire Uentier de co produil , puis, ce npmbre entier obtenu , ex-
traire sa racine mrrte d mmm i " ;;Mf_r yoeu_s

r se-

racine par le dénom

Bxegph \/_,i"'lminide§,
23 * 3 T
S = *%“'"T"
g;r__m-l-;; la racine carrée de 29 est 5; done la racine carrée

da?, a moins de ;. esty ; démontrons-le mainmanl..

29 est compris entre 5* “;mﬂsﬂ et 36 thml.mnt au mmm}qm
unité , donc en ajoutant ; 429, ce qui donmﬁa-hqwm g »je

(1) On peut parvenir & ce resnlﬁt en r@sﬁt commme il na.smm la racine
carrée de 73 i minsds%d‘um,' c'est trouver lo plus grand nombro de smes
contenus dans la racine de 73; or; soit x ce nombre-de smes, on aura V7T

. mmpﬁum zxf'-n?‘-?'—', ou, en élevant au eareé, on aura 73 compris entre

Fria E‘—:’;—'—): multipliant tout par 8%, on verra que 73852 est compris entre a? et

(@ -+1)2, done x st la racine caprdée du plus grand carré conlenu dans 73x 8%, Co
aqu'il fallait demontrer.

i
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trouve -?- wl,g ﬂ?‘l’,‘hﬂm m nombmspu -

.:_T.Mruwma,uﬁ Musoum

l‘i-u_ 5 ne d:ﬂ%rmlmz

-~ h-.
'Iﬁrm lar est blm im@ d'unité, ou &
3 d‘umité prés.

T vl -"ﬁ
Sotiwhminua mgﬁ

?tﬂtéllh ouhmn -T-— ‘ou bien ——
; | (;)
il '&‘mdni: multiglier 28 par 7, de bien par (%)' Puis extrayant la
racine duw.;miﬂld'm:pité 4l faudrait divis‘nrlancine obte-
nnggﬁ'l’ uu.B:enpar 3’ cest-i-dire mnlhpherw - On est con-

Buit pac aoglh & doiee shamisquandson vmm Ia mcmedm

nombre entier ou fractionnaire qaelmm.i.mm
quée par une fraction l[uelmnqne

. Soita nhﬁe‘l’;ﬂ&h& carrée de 72 i moins de '—. Je multiplie 72

D'tpmoeqmpréeuh

par le carré de la fraction ’-i- renversée,, cest-a-dire par C ) ;fobl:u:
TaxCH1Y
5
5
tiplie cette racine par !.j’wdabkuhmudmndn -dwd:éﬂn

1 la méme demomtntum que ci-dessus.

19 l‘l' T2 121 §712 7
X est égal a )( eg;ln-F, en faisant la

_ division , ontmnm 348 pour l[lmtlmt.q: 12 pour reste , ainsi
8712 43

E——MS-{--— la racine carrée de 348 est 18, a unité prés. Multiplions

» J'extrais la racine de ce nombre & mﬂu d'une unité, pm.uc mul-

Effectuons

a a0 @
lspar'—l— on trouve ‘—.ceﬂ. a-d.lreset-- pour ln racine de 72, 4 — T

pros.
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Prenons pour exemple \/:&',:"-rﬁu' ol ' s

Je mulhpln par = ”. JM—% ‘m‘" ’m attugm len-
tier je trouve p pour quotient, ﬁm:im qmuﬁ la. radinecarrée

de 58, .le tronve T, Im;ﬂﬂiﬁprﬂ-lﬁlh}ilﬂ&!m*,emu@ni

pou:tmdc—-, amolmde ). T A

,At

Pour les approximations de fnaumi déqmnics nous avons déjl
comment nmpyouvnm les obl.emr, on peat dailleurs a phqmr a ces
i - o .,_’ ~- lum
) o ‘ 2 .' - *ﬁ”t

éerire 5* 3< 5* ou bien 5 'pris- ﬁh emiiue fucteur, c'est-a-dive 5%, donc .
pour. Mfimam 4 il suffit d‘ﬂaﬂrﬂw
d'élever au carré 25. t =3

Réciproguement pour exmim\m quatriéme d'un nonbre , jen
extrairai la Tacine camh, pm Jextuizu w é la racine
carrée =E

Fulam&ine raison ffn&wm la racine %, comme 8 o5f égal &
2)<2><2 ou bien 2%, J'extrairai la racine 2¢ ou la racine carrée du nombre
donné , puis la racine carcée de cette muzﬂg‘llml mﬁn la !-mme
carrée de cette derniére racine carrée. - ‘

On peut généraliser; pour extraire la racine d'un nombve, l‘imiaeede
ummeuntmynmmdu il fandra extraire autant de racines
:.l:rréu successives du nnmbu donné qu'il y a :lum(m dwlm asant

2 - .

— n;-‘_‘ 4 = Eoia
- T

.~ -

(I}Mieﬂﬂfﬁhrniuu'ﬂ'&deﬂa mampiusgnud
nmumwgm@mdmthﬂh omaura

o e

xx <VN <(=+l)x -, ¢levant au carré, on trouve, ;: ?
% (’) <N (@HX (’} en divisant mmum on obtient
g (T,*((xﬂ)i,r. est dm ll l'ulnl du plus md earré conleny dm

, ou bien dans N x ( ) oe qu'il fallait démontrer,

(’)'
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5i je venx élever 7* a la 3° puissance j'aurai7? (7' < 7% ou bien 7242,
car 7 est pris llorsu:fanmma factear, mlnﬂ‘?ep.la 7%; donc ,
réciproquement , pour avoir la 6 puissance de 7, il snﬁii d'éleyer 7 ala
2¢ puissance , puis d'élever 7° i la 3¢ puissance.

De cette remarque nous dédairons un moyen d'extraire la mdnmiue

d'un nombre, et, en généralisant, nous saurons comment on extrait la
racine d'un nombre quand Vindice de la racine est un nombre entier qui
n'a d'antres facteurs que 2 et 3.

Ce serait icile |manuu qu'annombre entier a antant de divi-
seurs au-dessous de sa racine carrée qu'an-dessus, et par suite que si un
nombre entier est un carré il a un nombre impair de diviseurs, et gue si
sa racine est incommensarable, il 4 un nombre pair de diviseurs, On
peut déduire les véciproques. Ces principes sont d'ailleurs évidents | on
peut les démontrer en considérant un nombre décomposé en ses factears
premiers, en se rappelant qne pour élever un produit a une puissance, il
suffit d'élever chacun de ces facteurs a cette puissance (1).

© RACINE CUBIQUE.

M. Le cube d'un nombre est le produit de (rois facteurs égaix
a ce nombre ; ¢'est la troisiéme puissance deee nombre Formons les
cubes des dix premiers nombres

1,8, 8 % 5, b 7 T8 s
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000.

Tout nombre entier qui n'est pas un cube exacl, a pour racine
un nombre incommensurable (voyes la racine carrée), ou plulot
sachez que le cube d'une fraction irréductible est une fraction irré-
ductible.

Parmi les nombres entiers de 1 jusqu'a 1000, il n'y a que 10 cubes
exacls ; ainsi on prévoil qu'on ne pourra demander en général
qu'une approximation dans la racine cubique. Quand le nombre en-

(1) Observation. Pour élever un produit de plusieurs facteurs au carré , il suffic
d'élever chacun des facteurs au carré. Done si un produit renferme un facleur
premier, il doit le renfermer au carre, done si un nombre est pair et §'il n'est pas
divisible par 4, il n'est pas un carré exact; si un nombre est divisible par 3,
pour qu'il soit un carré exact , il faut qu'il soit divisible par 9.

Quand il est divisible par 5, il fauten méme temps qu’il soit divisible par 25; on
a done ainsi le moyen da_noomuuu, dans quelques cas particuliers, qu’un nom-
bre entier n'est pas un carrd parfait, car e'est sealement une méthode d’exclusion.

7
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tier sera plus grand que mille, sa racine contiendra des dizaines et
des unités; voyons donc comment se forme le cube d'un nombre
formé de dizaines et d'unités.

‘(Pour multiplier un nombre par une somme dé plusieurs parties,
il faul multiplier ce nombre par chacune de ces parties, et faire la
somme des produits obtenus.) .

d4-u
drfeu

diedu
+ ditr
carré (@Fup =@ 2wt
d--u
: R
: NS o e ol e i
cube ou troisiéme puissance  (d--u)’ —d - 3d%u4 3duit u®

En langage ordinaire, le cube d'un nombre formé de dizaines
etd'unilésest égal au cube des dizaines, plus le triple produit du carré
des dizaines mulliplié par les unités, plus le triple des dizaines
multjpliées par le carré des unités, plus le cube des unités,

Soit donc & extraire la racine cubique de 428732, La racine contient
des dizaines et des unités.;

Le cube des dizaines donne des mille ; le cube des dizaines ne peut
done se trouver que dans les 428 mille du nombre; nous sommes
done conduils a séparer 3 chiffres a la droite du nombre, puis &
extraire la racine cubique du plus grand cube contenu dans 428,

428 est compris entre 7* et 8% ainsi j'ai 7* plus petit que 428 qui
lui-méme est plus petit que 8; en un mot ces trois nombres sont par
ordre de grandeur; je dis que 7 est le chiffre des dizaines de la racine;
en effet 428 et 8* différent au moins d'une uvnité; je multiplie les
3 nombres par 1000 ¢'est-a-dire par le cube dedix, j'obtiens 7° X 103,
428000, 8° x 107, les 3 nombres seront encore par ordre de grandeur
et les 2 derniers produits différent au moins d'un mille; si j'ajoute an
plus petit des deux derniers nombres, un nombre pius petil que
mille, soit 732, les 3 nombres seront encore par ordre de grandeur.

Done 428732 est compris entre 7% X 103 et 83 X 103 : ainsi I'on a

70° X 10° < 428732 < 8* X 10%.

La racine demandée est done comprise entre 7 dizaines et 8 di-
zaines, 7 est donc le nombre de dizaines de la racine.
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11 faut retrancher de 428 le cube de 7, quiest 343, il reste 85,
j'abaisse la tranche svivante 732; mais des quatre parties dont sc
formait le cube, il ne reste plus que les 3 dernires, cest-a-dire
le triple du carré des dizaines multipliées par les nnili‘;ﬂ&n
le carré des dizaines donne des centaines, it plus forte raison lﬂﬁgle
du carré des dizaines multipliées par les unités donnera des centaines.

Ce produit ne peut done se trouver que dans les centaines de85732;
nous sommes dong conduits & séparer 2 chiffres sur la droite ; il ne
reste que 857 qui contiendra cette premidre partie, le carré des dizaines
esl 49, 3 fois ce carré est 147; nous connaissons un produil et l'un de
ses facteurs, pour trouver 'antre facteur il fautl diviser le produit par
le facteur connu, il faut diviser 857 par 147, 147 est contenu 5 fois
dans 857; mais 857 contient des retenues provenant des 2 dernibres
parties du cube de la racinie, il faut donc essayer le chiffre 5, le
moyen le plus simple assurément consiste a faire le cube de la racine
trouvée 75, nous avons 421875, que nous retrancherons de 428732 :

. ws,m 5
cube de 7 | T
reste suivi de la tranche & droite ss 732 375
A21 875 525
reste de la soustraction du cube de 75,
“retranché du nombre donné } 887 _ \m
' 75
28125
S——— -
21875

Done pour extraire la racine cubique d’un nombre entier, il
faut partager le nombre en tranches de 3 chiffres , @ partir de la
droite (il y a auwtant de chiffres d la racine que de tranches de 3
chiffres). La derniére tranche a gauche peut w’avoir qu'un chiffre.

On extrait la racine cubique du plus grand cube contenu dans
la premidre tranche @ gauche et on U'écrit & la racine; ce premier
chiffre trouvé on en fait le cube et on le retranche de la premiére
tranche & gavche , et d.la droite du reste ob:uw onécril la franche
sujvanle.

Pour avoir le second chiffre de la racine on éléve au carré la
racine trowvée, el on multiplie ce carré par 3, puis on sépare par
une virqule deux chiffres sur la droite du nombre formé par la
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seconde tranche, précédée du premier veste; vette préparation faite,
on divise la partie d gauche de la virgule par le triple carré du
chiffre déja oblenw, le quotient gw'on frouve peut étre (rop grand
parce que Lo reste oblenu contient en général des retenues provenant
des deuz aulres parties du cube , en supposant que la racine ait été
décomposée en deux auires parties. Pour essayer le quolient
obtenw, il y a dewe méthodes @ employer; la plus simple consiste
d derire ce chiffre d la droite dw chiffre obtenw, puis d faire le

‘cube du mombre ainsi formé ; on retranchera ce cube de U'ensemble

des dewx premiéres tranches du nombre donné; si la soustraetion
est possible le deuziéme chiffre est convenable; si la soustraction
w'est pas possible, il faut diminuer ce quotient de un , deux, trois
unilés, jusqu'd ce qwon obtienne un nombre dont le cube puisse
ummuciar du noﬂ&emmmmprmw tranches d
gauche. RN SR YR v

Ce second chiffre obtenu, on Udcrit d la droite du premier chiffre
de la racine, et on en [ait le carré que U'on multiplie par 3; d la
drml&dlm‘m ‘on derit la troisiéme tranche s'il y a liew , et
on sépare, par une virgule ou un point, deuz chiffres sur la droite
du nombre oblenu; on divise le nombre d gaucke de la virgule par
le triple carré de la racine el on peut obtenir un quotient trop grand
(il me peut assurément élre trop pelit); pour Uessayer on opérera
comme nous venons de le dire, on conlinuera de la méme maniére
jusqw'd ce qu'on ait abaissé @ la swite des restes la derniére
tranche.

La seconde méthode d'essai consiste d former les lrois parties du
cube d'ume somme de dews parties; le cube du premier chiffre ayant
été rmuhd de la premiére tranche d gauche , on peut se servir
de cette premiére qyirﬂw! :

Ainsi on fait le triple carré des dizaines multiplides par les unités,
le triple des dizaives multipliées par le carré des unités.
et enfin le cube des unités.

Le premier est suivi de deux zéros, car il exprime des centaines.

Leé second est suivi d'un zéro, car il exprime des dizaines.

Raisonnons encore sur deux exemples.

Premier exemple. Soit A extraire la racine cubique de umw si
cela est possible; et si ce nombre n'est pas le cube d’'un nombre en-
tier, extrayons la racine cubique du plus grand cube contenu dans ce
nombre.

186236 est plus grand que mille, done sa racine est plus grande que
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dix; elle se compose donc de dizaines et probablement d’unilés; or le
cube d'un nombre formé de deux parties, ¢'est-i-dire, dans ce cas, de
dizaines et d'unilés contient : 10 le cube des dizaines , 2° le triple pro-
duit du carré des dizaines multiplié par les unités, 3°llwlr|ple pro-
duit des dizaines par le carré des unités; 4° enfin du cube des unités.

La premiére parheéuntunnmbmda mille, ne pourra étre con-
tenue que dans le nombre de mille dunombre donné; elle ne peut done
se trouver que dans les 186000 de ce nombre , nous serons done con-
duits d séparer les mille dw nombre donné, ou plus simplement d sé-
parer trois chiffres sur la droite du nombre donnés Cela fait, nous
extrayons la racine du plus grand cubecontenu dans 186, 186 est com-
pris entre 1251216, laracine cubique de 186 est donc5. Eneffet 186
est compris entre 125 et 216, d'ailleurs 186 et 216 différent au moins
de un; je multiplie ces trois nombres par mille, j'obtiens alors trois
nombres de mille qui sont encore par ordre de grandeur, ainsi 186000
est compris entre 125000 et 216000, ou bien entre le cube de 50 et le
cube de 60, mais 216000 et 186000 différent au moins d'un mille,
donc si au plus petit 186000 j'ajoute 236 moindre que mille , le nom-
bre 186236 sera encore plus petil que 216000, et, par conséquent, ce
nombre mmmmmelm au cube et 60 élevé au
eube. La racine du nombre donné est done comprise entre 50 et 60,
donc le chiffre de ses dizaines esl 5; je I'écris a la racine (1). :

Ce chiffre trouvé, je fais le cube das, j'obliens 125 que je retranche
de 186, je trouve pour reste 61; a la droite j'écris la seconde tranche
de trois chiffres, j'obliens alors le nombre 61236,

Ce nombre contient encore les trois autres parlies du cube de la ra-
cine: la premiére de ces trois parties est {rois fois le carré des
dizaines multiplides par les unités , mais le carré des dizaines est un
nombre de centaines, le triple carré des dizaines par les unilés ne

(1) On a ms(lsoqanf

les deux derniers nombres différent au moins de Ponité. Multipliant par 1000 ces

trois mombres, on a
125 X 1000<C 186 X 1000 L 216X 1000,

ou bien en éerivant plus simplement
59 % 103 < 186000 <769 x 169

les denx derniers nombres sont deux nombres de mille et différent au moins d'un
mille, done si & 186000 j'ajoute 236, qui est plus petit que mille, j'anrai encore
des nombres par ordre de grandeur, ainsi 'aurai

535 100 186256 < 63 x 109

5 estdone |¢ chiffre des dizaines ; ee qu’il fallait démontrer,
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peut ¢tre contenu que dans les centaines de 61236, je suis donc con-
duit 4 séparer deux chiffres sur la droite de 61236; je sépare 36et j'ob-
tiens 612 eenlaines. Cest dans ce nombre 612 que se trouve le triple
produit du carré des dizaines par les unités de la racine; or je con-
nais 3 fois le carré de 5, c’est 25 X 3 ou 75, je connais donc un pro-
duit et 'un de ses facteurs, je dois done diviser 612 par 75, je trouve
pour quotient 8. ; :

8 peut étre trop grand ; pour I'essayer je fais le cube de 58, je trouve
195112 qui est plus grand que 186236 , ainsi 58 est trop grand , ainsi
le chiffre des unilés est plus pelit que 8, !

Essayons 7, faisons alors le cube de 57, ce cube est égal & 185093
plus petit que le nombre donné, donc 57 est la racine cubique
de 186236, & moins d'une unité; puisque 186236 est compris entre 57*
et 58°%.

Formons ci-descous le tablean de V'opération.

1o Avee explication.

. 186236 |5 s
Cabe de5. 125 75 triple carré des dizaincs.
= reste suivi de la ‘_6-;2'.!6 T
seconde tranche. 61612 : 75, donne pour quotient 8. . B
‘Essai du chiffre 8 : .

1r¢ Méthode, 583 est égal & 195112,
2e Méthode. 75 X 100 X 8 = 60000
AXEXI = 9600 .
o = h
Somme des (rois dernibres parties 70112
Ce nombre est plus grand que 61236
8 estdonc trop grand.
© 2° Sans explication.
186236 | 5
61236 | 75. 8

wﬁgﬂwa
nggﬂss

i

16820 | 16265
195112 | 185093
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Second exemple. Extraire la racine cubique de 23456238. Ce
nombre est plus grand que 1000, sa racine eﬂplugmnde que 10,
donc cette uﬁnoulienl des dizaines el des unités; mais le cube
des dizaines est un nombre de mille qui ne peut tmrepnﬁb des
mille du nombre donné. Je mmhmwmeﬁmﬂ
droite et je suis conduit a extraire la racine du plus grand cube con-

tenn dans 23456 ; or, ce ngmbre est lni-méme plus grand que mille,
je suis donc encore conduit & séparer les trois premiers chiffres 4
droite et par suite, & extraire la racine du plus grand cube contenu
dans 23,

Ainsi j'ai pamsé le nombre en tranches de trois chiffres 4 partir de
la droite, et j'extrais la racine cubique du plus grand eube contenu
dans 23, le reste comme dans la régle ci-dessus; aprés avoir trouvé
la racine de 23456, je ferai le carré de cette racine, puis, aprés Vavoir
multiplié par 3, je me servirai de ce triple carré oblenu pour trouver

Opération.
o m.m.ms 287
12...9 Essai de 9 29
(¥ reste suivi de ﬁl
prem‘m ‘ ]‘* | e i T . - ‘—i’—;'
2e reste uiuda h 784 X% 3 esl égal 2 2352...9

{roisiéme tranche. I_m %
- 29
G 7569

1682

Cube de 29... 24389

9 est trop grand

Essai de 8. 28

28

224

36

Carré de 28..... T84

_B

6252

1568

Cube de 28.... 21932
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Essai du chiffre des unités, Essai de 8.

Essai de 9. 289 288

- 2312 230%

578 576

751689 663552

668168 663552
1670908 . . . s 165888
24137569 TS e FORETRIR 4

9 est trop grand. 7 est le chiffre des unités.

Quand en essayant un chiffre on trouve qu’il est beaucoup trop
grand, on peut diminuer ce chiffre de deux on trois unités, mais alors
on peut avoir trop diminué; dans ce mpuwh vérifier on se sert
de la remarque suivante.

La différence entre les cubes de deux nombres entiers consécutifs
est égale a trois fois le carré du plus petit plus 3 fois ce plus petit
plus un. En effet, soit @ un nombre entier et a1 le nombre entier
suivant, le cube de a est a®, le cube de (a-1) est a’4-3a*4-3a--1,
la différence est bien 3a*--3a - 1, donc si le reste oblenu est plus
grand que trois fois le carré de la racine plus 3 fois cette racine plus
un, laracine sera trop petite et il fandra 'augmenter,

Comme dans les carrés, il y a des moyens de reconnaitre, sans ex-
teaire la racine , si un nombre entier n'est pas le cube d'un autre
nombre entier, Ainsi les nombres terminés par 8 ne sont pas des
cubes ; les nombres terminés par deux zéros ne sont pas des cubes ;
si un nombre est divisible par 2, son cube est divisible par 8.

Soil & élever :;’,a la troisiéme puimce,
Jéléve d'abord au carre, ]obuens 7 puis je multiplie g,par ,?,
5* X5
TXT
cube il faut donc élever ses deux termes au cobe.

Réciproquement, si les deux termes d'une fraction sont des cubes,
pour extraire la racine cubique de cette fraction il fapdra extraire la
racine cubique de chacun de ses deux termes. Mais qu'est-ce quex-

‘obtiens =—— c'est-i-dire i ; ainsi pour élever une fraction au
i 7 P
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fraire la racine cubique a’i?{ , par exemple , 23 et 15 ne sont pas des

cubes. Alors il est nécessaire de définir I'opération qu'on se propose
et qu'on nemme extraction avec une approximation (1).

= ; 1 - g
Prenons un exemple simple , soit la fraction 22 ; 18 est compris

18 8 8
entre8 et 27, g Sor done compris enl.rea—iet & Or “Hl le cube

3

2
de 5_!' gul le cube de -. Ainsigeslcompriseulr.e Iecubedei

ellecnhedeg ondinnloraque‘ est la racine cubique de o h
i Pfﬂ

C'est done par analogie qu'on dit que I'on extrait une racine cubi-
que, de méme gu'on extrait la racine cubique de 29 en extrayant la
racine cubique du plus grand cube entier contenu dans 29.

Mais pour les fractions il y a cette différence que le dénominateur
d'une fraction pouvant étre modifié, on peut avoir une approxima-
tion aussi grande qu'on le veul, comme on I'a vu dans I'extraction de
la racine carrée

Quand le dénominateur d'une ﬁ'lnhm n'est pas un cube exact, on

peut transformer la fraction en une autre dont le dénominateur soit
un cube. -

Par exemple, soit In rrm:tion; :si je multiplie les deux termes

ki
; effectuons au numéraleur, nous trou-

4
par 7%, je trouve ?;,I

196
yons T
Or, 196 est compris entre 125 et 216; la racine cubique de 196 est
196
donc comprise entre 5 et 6, el par suite la racine de - est com-
5
prise enlre - 7€ 7. ainsi la racine de ; estg a moins d'un septitme

d'approximation.

(1) Si les deux termes d'une fraction ne sont pas les cobes de nombres enliers ,
Ia racine de la fraction est incommensarable.
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Do Uon voit @il suffit de multiplier le numérateur de la frac-
tion pdr le carré du dénominateur de cette fraction; le produit
étant obtenu on extrait sa racine cubique d moins d'une unité prés,
el on divise csﬂcraeiwpar {e dénominateur de la fraction donnde.
La fraction gu’on obtient est la racine de cetle fraction donnde
moins de un divisé par le dénominateur de cette fraction.

42. 1l estévident que, dans certains cas, il est inutile de faire le calcul
compliqué pour jusar da degré d’approximation. Soit, parexemple, a ex-
15 .
do2’
hwh&mhw fraction en ses facteurs ,
je trouve 29<7% Or, si je multiplie lu deux termes de cette fraction par

BT 15 7 105 .
1,]uhuendm;;>—<-_j,—;>-<—f,nnb: 3‘)(""': t-—dlml“,hm

cubique de cette fraction lﬁ “.gmj'mqnmmipednnm

Ainsi, Mﬁp&wﬂqﬂh%mﬁm«vdﬁ
facteurs élevés au cube, l'extraction de la racine cubique de cette frac-

tion peat étre mphliae
i ’ L
Soit encore pour mpls Ve on trouve, en multipliant les deux

termes de la fraction par des facteurs qui rendent le dénominatenr un

traire laracine cubique de —

TX PXE L TXES TS
cabe exact, w. ou bien W—W

De ce qui précéde résulte un moyen d'oblenir la racine cubique
d'un nembre entier & une approximation marquée par une fraction
qui a pour dénominateur un nombre entier, le numérateur étant
I'unité.

Soit, par exemple,  extraire la racine cubique de 56 a -;-prés. Je
transforme 56 en 5“™, ge qui raméne au cas précédent ; ainsi j'obliens
d'abord S_E;S_S. En raisonnant maintenant sur ce nombre comme sur
une fraction ordinaire, je mulliplierai les deux termes de ce nombre
fractionnaire par le carre du dénominateur, ce qui donnera —— z g

ou bien ﬂs)a(—- D'oil se deduil la régle pralique:

5x5! .
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Pour exlraire la ratine cubique d'un nombre &é prés, mudti-

pliez ce nombre par le cube du dénominateur 5, extrayes la racine
cubique du produit obtenu el divises cette racine par 5 (1).

SiI'on vent extraire la racine cubigue d'un nombre fractionnaire
4 un 7+ prés, on opérera de la méme maniére , c'est-i-dire qu'on
multipliera le nombre fractionnaire par le cube de 7, el qu'on ex-
traira, @ une unité prés, laracine cubique du produit, ensuile on
divisera la racine par 7.

Mais pour extraire la racine cubique d'un nombre fractionnaire, &
une unité prés, il faut extraire I'entier de ce nombre fractionnaire et
extraire ensuile la racine cubique de ce nombre entier. Soit, par

exemple, & extraire la racint;! cubique 43.7%3 iﬁﬂeunitéprh.ll'gg-
trais 'entier , j'obtiens 123 pour quotient, 5 pour reste; aimi-?-?*
estésﬂtlﬁpla—
1$mmmmuam,mmatﬁmmdedm
unités , doncen wa 123 1a frae%im - lemmbraiﬁ-}-é sera

encore compris entre 64 et 125, donc la racine d%‘ est4, a moins

d’une unité.

Cela pmég:mwhrﬁmguﬁq@deila moins deid'unlté.

5 N S . =,
Jaurai 3’;?:—*- dont il faudra extraire la racine cubique & moins
X 64

d'une unité , ce que nous savons faire; nous aurons -~ , C'esl-a-

2048 3
dire == ou bien 235 plus =.

(1) Soit & extraire la racine de 56 & — - pm, so0it & le nombre entier de sémes

(1)
contenu dans & racine cubique de 56, on aura Vu comprise enire - - el =

e'est-i-dire 3 (V;-o'( = i d'oi a ( 56 ( ﬂ—si =, ot multipliant par 5%, on

tronve #3< 56 % 53< (a+1)%; donc x est la racine du plus grand vube contenu dans
56 % 5%; co qu'il fallait démentrer.
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La.racine cubique de 235 est 6 & une unité prés, la racine ¢ubigue
32 3 1
de—feul done; a i prés.

Pour extraire par des principes directs la racine cubique d"une frac-
lion décimale , on s'appuie sur ce principe que si on éléve un nombre
décimal aw cube, le nombre des chiffres décimaux de ce cube est
triple du nombre des chiffres décimaux du nombre donné.

Ainsi pour extraire la racine cubique d'un nombre décimal, il faut
prealablement s'assurer que le nombre des chiffres décimaux, soit 3,
6, 9 ou généralement un multiple de 3, ce qu'on peut faire en écri-
vant un on deux zéro  la droite du nombre décimal; on fail ensuile
abstraction de la virgule et extrayant la racine cubique du nombre
enlier qui en résulte, cette racine oblenue & moins d'une unité, on
repousse sur la droite autant de chiffres décimaux qu'il y avait de
tranches de trois chiffres décimaux dans le nombre donné en y com-
prenant les zéros ajoutés s'il y avait eu lieu.

8i U'on veut eatraire la racine cubique d'un nombre entier d une
fraction décimale prés d'un certain ordre, il faudra éderire (rois
zéros si Papproximation est dun dizidme; siz zéros si approai-
mation est d’un centi¢me et, en général, d'un nombre triplede zéros
quily adechiffres décimauw dans Papproximation. Du nombre en-
tier qui résulle, on extrait la racine cubique ¢ moins d'une unité,
puis on sépare sur la droite, par une virgule , un chiffre , ou dewx,
ou trois, suivant que Papproximation demandée est un diwiéme,
un cenliéme ou un millidme.

On veut, par exemple, extraire la racine cubique de 34 a uncentidme
prés, on écrira six zéros A la suite de 34, on aura ainsi 34000000,
puis extrayant la racine cubique de ce nombre i une unité prés, et
séparant deux chiffres décimaux sur la droite , on aura la racine cu-
bique de 34 a moins de 0,01.

Pour extraire la racine cubique de 3,5%, & un centiéme prés, il
faut qu'il y ait six chiffres décimaux, j'écrirai done quatre zéros a la
droite de 3,54, puis j'opérerai sur ce nombre comme dansle cas pré-
cédent.

Pour extraire la racine cubique d'un nombre a % d'unité prés, je

$ est égal & & c'est-a-dire a —l» oun bien

remarquerai que 5

1 sle
21 7 2 (2|)
3 %

: ‘ : st " e
denominateur de celle fraction serail 7 Il faudrait alors multiplier
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or »
le nombre donné par le cube de %!. c'csl-&-dira% , extraire la ra-
cine cubique du produit , i moins d'une unité, et enfin on diviserait
cetle racine par% ou bien, ce qui revient au méme , on multiplie-

3 {37
rail_par ~ car pour diviser un nombre par une fraction, il fant
multiplier le nombre par la fraction diviseur renversée,
En généralisant par un e:emple quelconque , on voit que -mépl

i E-; par suite, pour extraire la racine cubique de 18, &-8— prés, il
& .
faul multiplier 18 par g_éleré au cube, ete.” -
Opération.
18 X 512
) XFT T

Effectuant on a % , on extrait l'enuer et l'on trouve 73; il faut ex-

traire hm% %_ 73 r"é"‘?.“',‘f.“"'.“‘ nnité, on trouve 4 pour
racine, puis divisant par 5 ou mﬂﬁﬂhﬂmﬂv,mﬂll pour

racme cubique 4 X §un-§—oabaeu 5 ¢'est-d-dire 2 plus %
Justifions ce procédé.
8 ‘ B a ) y - > s ‘
18 est égal @ 18 X (S) - (5) ; la racine cubique de 18 X (5)
3
est comprise entre 4 et 5. Ainsi 18 X — 8 esluompm entre 4* et 5%; en

multipliant ces trois nombres par (ﬁ) on trouve les trois nombres par
ordre de grandeur

BX5 o (8 (§- 35X 5
o soadfi 1 e,

ou bien
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Extrayant la racine cubique de chacun de ces nombres, on trouve
enfin les trois nombres par ordre de grandeur

85 = . 5X5
T VB o SE
Or, lepremrethdermerdiﬂnutdeﬁ.dm!¥ est la racine

g d'unité prés. Ce qu'il fallait démontrer (1),

Enfin puirextnim la racine_cubique - d'une fraction ordinaire a
une approximation marquée par une fraction décimale, il faut réduire
la fraction ordinaire en fraction décimale , et opérer ensuite sur celte
fraction comme il a été dit plus haut.

Lo o 2 T o
il faut extraire la racine et exlraire ensuite la racine cubique

de cette racine carrée. De méme pour extraire laracine neuviéme, il
faut extraire deux racined cubiques successives,

mm%ﬁnmmm comme 12 est
égal 42 X 2 X 3, il faudrait extraire la racine carrée de ce nombre ,
puis la racine carrée de celte racine carrée, et enfin la racine cubique
de celle derniére.

Nous saurons maintenant. trouver nne moyenne proportionnelle
entre deux nombres, puisque nous savons exiraire la racine earrée
d'un nombre.

cubique de 18, & moins de

_ (1) Soil & extraire la racine cubique de N & moins dn e Nommnmzle plnl grand
nombre * entier de fois I!M ‘E‘ﬂhm W’mi‘. ona
; ; 3 e
= st(VH < (x+1)x ;—’_ s ==
doit : v i g
5 = e
Px (2) <N (zhx [E)’;
divisant les trois nombres par (g)a, on oblient
g3
A Nx (;) <@t

a3
« est done la racine cubique de N x (%) & moins d'une unite.
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{er Exemple. Trouver une moyenne proportionnelle entre 28 el 63;
on a, en nommant x cette moyenne,

W :xa: 63
Donc x xm,. ~on bien- s'—asxez.

Le ufré de xest égal a 1764, donc la moyenne géomélrique ou
proportionnelle demandée est 42, Ainsil'on a

28 ;421142 63.

2 Exemple. Trouver la moyenne géométrique entre 24 et 17.
ona _ 0wl
etparmile .’::’i=3l)<l7.

Mlammghﬂ&mmmﬂuﬁml/ X17, cetle ra-
cine est 20,19, & un centiéme prés.
Donc la moyenne géométrique est 20, 19,3 nn centiéme prén (i)

'Ii_' .i. S PR Sk

0} Quul un m ~mombre enlier, s'il est divisible
par 2, il devra étre divisible par 8; s'il est par 3, il devra étre divisible
par 27; s'il est divigible ps lll duga élre divisible par 125; on poarra déduire
de la un moyen de reconnaltfe si ibre entier n’est pas 16 cabo d'ah uomhm
entier, ete, ! - e
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. LIVRE QUATRIEME.

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES .

Progressions arithmétiques. .
Yy o T - IS .

43. On nomme progression arithmétique ou par différence une suite
de termes tels que chacun d’eux surpasse celui qui le précéde, on en
est surpassé d'un nombre constant, qu'on nomme raison; dans le
premier cas, la progression est croissante; dans le second , elle est
décroissante; ainsi, hsmte naturelle des nombres enuers est une
progression dont la raison est 1,

Le théoréme suivant résulte de la définition.

ﬂwpﬁw Un terme de rang quelconque est égal au
premier lerme augmenté de la raison répétée autant de fois qu'il ya
de termes avant lui, quand la progression arithmétique est crois—
sante en moins , etc., quand la progression est décroissante.

En effet, le swond est égal au premier augmenté d'une fois la rai-
son; le troisitme est égal au deuxiéme plus la raison, ou bien il
est égale au premier plus 2 fois la raison ; et ainsi de suite.

Second principe. La somme des deux termes a égale distance des
extrémes, est ¢gale a la somme des extrémes.

En effet, nous avons & termes : le premier et le dernier, puis les
deux intermédiaires, c’est-i-dire, les 2 extrémes et les deux moyens ;
pour fixer les idées supposons que le premier moyen ait 5 termes avant
tui, et qu'il y en ait 5 aprés le second moyen, il en résulte que le pre-
mier moyen est égal au premier plus cing fois la raison et puisque le
dernier terme est égal au second moyen plus 5 fois la raison; les
&termes forment une équidifférence, et par suite, on voit que la

somme des extrémes est égale a la somme des moyens. Ce qu'il fallait
démontrer. Prenons deux exemples :

10+ 3.5.7.9.11.13.15.17 19,
20 = 28.25.22.19.16.13.10.7.4.
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On énonce 3 esta Sest a 7, etc., ou bien 3 est & 5, comme 5 est
a7, comme Test 2 9.

La raison de la premiére progression est 2. Celle progression est
croissante , la seconde est décroissante.

Le terme 15 est égal & 3, plussix fois la raison, et I'on voil que 19
plus 3 est égal a 13 plus 7.

Trouvons maintenant la somme des termes d'une progressmn Cette
somme est égale an premier terme plus le dernier, le tout multiplié
par le nombre des termes de la progression divisé par 2.

Pour le démontrer, aprés avoir écrit la progression donnée sur
une ligne horizontale , nous éerirons la méme progression au-dessous
de la premiére , mais en commencant par le dernier lerme, c'est-a-
dire le dernier sous le premier, I'avant-dernier sous le second, et
ainsi de suite (la seconde progression sera décroissanle). ¥

Les termes a égale distance des extrémes seront done ainsi les uns
sous les aulres; par suile, la somme des termes correspondants deux
a deux sera toujours égale 4 la somme des extrémes; mais en faisant
la somme de touos les termes, on obtient 2 fois la somme demandée,
Donc enfin, la somme des termes est égale d la somme des exltré-
mes divisée par 2, et multiplide par le nombre des fermes.

Probréme Insérer un certain nombre de moyens arithmétiques ou
di cntre 2 nombres don ‘%;;g

our fixer les idées, prenons 6 et 42 entre lesquels il faut insérer
11 moyens dlﬂ'erenhels
' Supposons le probléme résolu, il y aura en lout douze termes
qui précéderaient 42 ; 42 serait donc égal a 6 plus 12 fois la raison ;
12 fois la raison serail donc égal a4 42 —6, c'esl-a-dire 36; Ia raison
serait donc égale & 36 divise par 12, c'est-a-dire 3; d'ou Von lire
celte régle : Retranchez le plus petit nombre du plus grand, et divisez
le reste par le nombre de lermes & insérer plus un, vous aurez la
raison.

En Irailani la méme question avee des letires, insérer m moyens
arilhméﬁques entre deux nombres donnés @ el b, on a la raison

_b— a
s

Si entre les termes consécutifs d'une progression par différence on
insére un nombre égal de termes de moyens différentiels, toutes les
progressions qu'on obtiendra n'en formeront qu'une seule, car la rai-
son sera partout la méme, el ces progressions ont des termes com-
muns,

]
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Quand une progression arithmélique cormmence par zero, par
exemple,

20:9. 6. 912 15. 18..... 27..... 45 etc,,

ou, pour simplifier :
0.3.3%2.3X3. 3x4.3X5. 3Xx6.....°3%9..... Ix 15,

tous les multiples de la raison font partie des termes de la pro-
gression arithmélique commengant par 2éro; de plus, le nombre
entier gui multiplie la raison indique combien il y a de termes qui
précédent celui que Uon considére ; d'ou résultent ces deux propriéiés
fondamentales de la théorie des logarithmes : la somme de 2 lermes
d'une pareille progression est un terme de la progression, car la
somme de 2 multiples d'un nombre est un multiple de ce nombre,

En second lieu, le nombr Mqﬁmequm I'on

~ oblient, en ajoutan e la progression est égal 4 la somme des

2 nombres de lermes qui précédent ceux que I'on a ajoulés; si ja-
jot i exemple, 6 et 12, j'obtiens 18, c'est-a-dire que jai :
S%W%sﬁﬁn égal & (4--2).3. Tout multiple d'un terme

("une pareille progression est un terme de la progression; ce qui est
évident, ~ i .
Pour les progressions décroissantes, on dit le second terme égale le

premier moins la raison, le troisiéme égale le premier moins devx
fois la raison, ele.

Progressions géométriques.

4% De méme que I'on passe des proprietés des proportions par dif:
férence aux proportions par quotient en changeant quelques mols,
de méme pour trouver les propriétés des progressions géométrigues,
il suffit de changer dans les énoncés des prineipes des progressions
arithmétiques les mots ajouté, diminué en ceux de multiplié et divise,
puis le mot multiple en eelui de puissance, '

Ainsi, une progression géométrique par quotient est une suite de
termes lels que chacun d'eux est égal a celui qui le précéde, multi-
plié par la raison. Quand les termes de ganche & droite croissent, la
progression est dite croissanle; elle est décroissante dans le cas con-
traire,

De la définition d'une progression géométrique ou par quotient ré-
sulte le principe suivant :

Un terme de rang quelconque est égal an premier terme mulli-
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plié par la raison élevée & une puissance marquée par le nombre de
termes qui précédent : soit, par exemple, la progression :
F£3:6:12:24 148196192 384 : 768.
S 313X20IX 2 IX 2 X2 3 213X 213X D1 A2 IND.
Le tablean suivant donne la démonstration des prineipes :
6= 3x2
12— 6X2=3X2x2=Fx2*
oW1 =B XN 2= D
8=24X2.......c00.. . =3 XX =3 X"

Ainsi, en nommant a le premier terme q1a raison, I le dernier
terme, n le nombre des termes de la progression, l=a X ¢"-1.

Il est évident que si I'on prend 2 termes & égale distance des ex-
trémes, le produit de ces termes est égal an produit des extrémes.
Ce serait la méme démonstration que pour les progressions arithme-
tiques avec la modification énoncée ci-dessos (1),

Somme des lermes d’wne progression géométrique.
Soit la progression
- Haetbreidieifow. thikil;
en appelant ¢ la somme, on a :
s=atbtetidet] . htkH.

Jusque-la , rien n'indique que les lermes sont en progression geo-
mélrique ; nous I'exprimons en disant qu'en multipliant a par Ja rai-
son ¢. nous aurons &; b multiplié par la raison donnera e, et ainsi

des autres produils.
On peut l'indiguer en multipliant la somme ct ses differentes

parties par la raison, de celle maniére :
: 8q=ag+bg+cq-.... +9+kg+1g.

En retranchanl une fois la somme, et en remarquant que les termes
égaux disparaissent, et qu'il reste seulement le dernier terme X par la
raison, puisque le premier terme doit étre retranché, on trouve sg—s
=lg—a, c'est-a-dire § (§—1)=Ig—a; puis, d’aprés la définition de la
division, ¢ =L =,

(1) A une pmméru locture nn fera bien de prendre des nombres sur lesquels
on applig les r
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Si Ja progression est décroissanle , c'est-i-dire , si la raison
est plus petite que V'unité , 1 ne peut pas se retrancher de ¢, il faut
donc faire la soustraction dans Jordre inverse, ce qui donne
s—sg=a—Iq, el enfin s = i—:!_-&v _i'%

Une observation trés-importante doit étre faite ici: si la progression
est décroissante , les termes vont en diminuvant, et si I'on prend un
nombre indéfini de termes, le dernier pourra étre considéré comme

nul, en sorte qu'alors on aura s = f_—q , C'est-a-dire qne la somme des

termes d'une progression décroissante et prolongée a I'infini est ¢gale
au premier terme divisé par 1 moins la raison (1).
Une appilcatlon simple de celte formule, fait trouver la valeur
d'une fraction périodique simple ou mixte,
Soit, par exemple 0 3&343134

Cela est égal @ W"'W"" W’ c'est donc une pmgresslon
géométrique commengant par 33 ceatiémes, et qui a pour raison i’oTr

34
ce qui donne Su-——’%—— = % Ce qu'il fallait démontrer.
i——.
100

Soit m un nombre de moyens géométriques a insérer entre a et b,
Ce probléme revient & celuni-ci: trouver la raison; en divisant Je
dernier terme par le premier on obtient la raison élevée & une puis-

sapce marguée par le nombre des termes qui précédent ::%éq--r 1,

1
et par suite la raison g = "'\'7.9.
e T i B

On déduit de la que si, entre les différents termes conséculifs d'une
progression géometrique , on insere le méme nombre de moyens
géométriques , les progressions partielles qu'on obtient formentune
méme progression, car la raison est la méme partout puisque I'on a
toujours un radical de méme indice i extraire, et que la quantité sous
le radical est la méme puisqu'elle est l1a raison de la progression,

Prenons maintenant une progression géomeétrique commencant par

(1) Voir en algébre (équations) les problémes qu'on peut se proposer sur les
progressions.
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V'unité ; dans une pareille progression, tous les termes sont des puis-
sances de la raison indiquée par le nombre des termes qui préce-
dent celui que I'on considére. Dans ces progressions, le produil de
2 termes est un terme de la progression, etle nombre de termes qui
précédent ce dernier est égal a la somme des nombres de termes qui
précédent les 2 facteurs du produit.
Soit la progression ;
Sl @il igtig
" multiplié par ¢* est égal & ¢°, etc,

Trioriz nls n.onmans (i}

45. Dans la théorie des Iogarill:mes on a pour but de démnlrer
qu'on pent remplacer, au moyen des logarithmes, des multiplications
par des additions , des divisions par des soustractions, des élévations
aux puissances par des multiplications, enfin que pour extraire une
racine il suffit de faire une division. g

En second lieu on indique comment il faudra s'y prendre pour ef-
fectuer les simplifications de talculs énoncées ci-dessus. Enfin on don-
nera une idée des erreurs que. l‘mput commelire dans ces ontu—
tions s;mpllﬁées. _

nomme log ' M e.dehgmgremanmth-
méUque cammencanl par zéro el. corre!poﬁihf ce nombre qui
fait partie des termes d' sion_géométrique commencant
par I'unité. Zéro et I'unité se correspondent dans les deux progres-
sions.
Soient par exemple les deux progressions dont les lermes se cor-
rupdndent
F1:3:9:27:81:243 1729 2187 ; 6561 :19683..‘..-
S0 ol i8Nm0 40 il o 86,
0 est le logarithme de 1, 2est lelagmlhme de 3,4 est le lom
thme de 9, ete.
Nous avons va (n® 43) que la somme de deux termes d'une pro-
gression arithmétique qui commence par zéro est un terme de cette

progression.

(1) Nous renvoyons a la scconde partie de ce volume, ALGEBRE (no §0-68), pour
les demonstralions des principes relatifs aux quantités négatives. Ainsi pous admet-
tong les régles refatives 4 ces guantilés négatives.

i3
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Nous avons va (n° &4) que le produit de deux termes d'une pro-
gression géométrique qui commence par 1 est un terme de celte pro-
gression.

Dans ces denx principes il y a une relation commune , c'est que le
rang du produit ou de la somme des termes de chaque progression
est égal & la somme des rangs des deux facteurs ou des deux parties
(en appelant rang d'un terme pour plus de simplicité le nombre
de termes qui précédent celui que I'on considére). La théorie des lo-
garithmes est fondée sur ce dernier principe.

Ainsi multiplions 27 par 243, nous obtenons 6561, terme de la
progression géométrigque qui en a 8 avant lui, e'est-d-dire 3 plus 5. *

Faisant la somme des Iogarlﬁlmes de 27 et de 243, clest-a-dire de
6 et de 8 , nous oblenons 14, c’esl-a-dire le logarithme de 6561.

Do l'on déduil que le logarithme d’un produil est égal d la
somme de logarithmes de ses facleurs. .

Ce prineipe doit étre démontré d'une maniére générale.

On peuat faire cetle démonstration de Ia maniére sm\anle. sans
prendre un exemple (1).

Dans une progression géométrique eommw par t'llnll.é un

termé de rang quelcongue est égal & la raison élevée d une puissance
marqude par le nombre de termes qui le précédent.
" Le produit de deux termes de la progression géométrique com-
mencant par 'unité sera la raison élevée a une puissance égale & la
somme des puissances de la raison dans chacun de ces termes, ¢'est-i-
dire que le rang de ce produit dans la progression géométrique sera
égal a la somme des rangs des deux facleurs.

En second lieu la somme de deux termes d'une progression arith-
mélique commencant par zéro, est un terme de cette progression ,
car tous les termes d'une pareille progression arithmétique sont des
multiples de la raison, et le rang de la somme des deux termes est
égal a la somme des rangs de ces termes. .

Donc , le logarithme d'un produit de deux facteurs est égal i la
somme des logarithmes des facteurs (2).

Ce principe peut s'étendre i un gndmt d'un nombre quelcongue
de facteurs.

(1) 11 faut rappeler ici que 52x 57, par exemple. est égal 4 510, ce qu'on sait déja
el qu'on peut voir dans I'Algébre (no 8).
(2) Nous engageons le lecteur & démontrer les principes d'une maniere générale,
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Soit, par exemple, le produit 27 X 9 X 81 3, on peut écrire
27 % 9 X 81 X 3 =27.9.81 X 3. En considérant le produit des trois
premiers facteurs comme effectué, alors on a un produit de deux fac-
teurs et il en résulte '

1o 27.9.81 X 3=1log 27.9.81 + log 3.
~ De méme log 27.9.81 —=log 27.9 + log 81.

De méme ~ log 27.9 =1log 27 4 log 9.

Donc enfin log (27 < 9X 81 X 3) = log 27+ log 94 log 81 4 log 3.

Ce qu'il fallait démontrer.

En suivant les conséquences de ce principe , on trouve que
log 9* = log (9 X 9 X 9 X 9), c'est-a-dire log 9-4-log9-+-log 9+ log?,
ou bien & fois log9, ainsi log 9= & X log9. Donc, le logarithme
de la puissance d'un nombre est égal au logarithme de ce nombre
multiplié par lindice de la puissance.

Le logarithme du quotient d'une division est égal au logarithme
du dividende diminué du logarithme du diviseur.

En effet, le div tant Je produit du diviseur multipli¢ par le
quouenl, il en résulteque le logarithme du dividende est égal au lo-
. ipiser phu Ie loganthme du quotient, done le lost-
test égal au logarithme du dmdende moins le

lwmdﬂﬁﬂm - ?L':r-, P ——

Par analogie, on est conduil & dire que le}nﬁ!ﬁmﬁ"l.'MGc-
Lion est égal au Ioganﬂ:me du numérateur diminué du logarithme du
dénominateur. MMW '&l'thme justifie encore ce
principe , puisqu'on est conduit & retrancher un no
d'un nombre plus petit. (Au reste ce qui est relatif au caleul des frac-
tions par les logarithmes peut étre donne sans qu'il soil nécessaire
de considérer des logarithmes négalifs.)

‘Pour I'extraction des racines, qui est I'opération inverse de I eié-
valion aux puissances, on verra que le logarithme de la racine 5* de
27 est égal au logarithme de 27 divisé par 5. En eflet, la défini-
tion de cette racine est qu'en Vélevant & la puissance 5° on aura 27,

quand cela est possible, sain‘_;__unploser d'exemple particulier; cependant il faut
commencer par prendre des nombres; ainsi on pourrait appliquer les raisonne-.
menls qui precédent aux deny expressions
A :—:1:‘1“'3‘:)1:2‘:13:2':21
20.32.3.5.3.43.5.3.6.3.7.5.
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3 i
ainsi, en poinnt:c=\/§‘?,onam x'=27, par suile 5 log z=log 27,
el, par conséquent, loga:=l°3527.

Donc nous pouvens dire que si nous avons une table de logarithmes
renfermant d'une part les nombres , et en regard leurs logarithmes ,
on pourra remplacer ‘une mulliplication par une addition , une.
division par une soustraction ; I'élévation a une puissance par une
multiplication, et enfin, les extractions de raciam par des divi-
sions.

En outre de la facilité des caleuls qui résulte de Yemploi des loga-
rithmes, il y a certaines questions qui ne peuvent élre résolues que
par leur moyen , et maintenant les logarithmes jouent un grand role
dans toutes les parties des mathématiques (1).

Les llmpnéte: des logarithmes. W m:.\

commencant par 1et dlu n exul‘emcnt pa.f si les progressions
glométrique et arithm thuu tommtn;mem par. des nombres quelcongues.
Ainsi la somme de deux termes d'une pro, n qui ne commence pas
par zéro, n'est pas un terme de la pl‘ugmsianqm en a autaut avant lui
qu'il y en avait avant les denx termes ajoutés.

Ce qu'on peut veir ainsi : ad-r.a-+2r.a+3r.a--4r; si F'on ajoute a4-2r
et a+br, on aura 2a-+-0r; si ce nombre était an terme de la progression
on awrait « 4 0r égal a un certain nombre de fois la raison, donc a serait
un multiple de la raison et, par suite, @~ (a4 0-) aurait plus de six ter-
mes avant loi.

Il en serait de méme pour la multiplication de deux termes d'une pro-
gression qui commencerait par b et qui serait 2b2bq:bg* 1 bg® byt ete.

Par exemple,, je multiplie bg® par bg*, Jolmuns b%% on bien b3 hg®; si
ce produit était un terme de la progression, b¢® serait une puissance de la
raison, b serait donc une pnugm de la nm,alou X (bg) n'en au-
rait pas siz avant lui, et par suite la propriété fondamentale des logu-
rithmes n'existerait pas.

Systéme de lquarir.ﬁmn employe.

46.0n prend pour raison de la progression géométrique 10, et poar
raison de la progression arithmélique 1; en sorte qu'on a les deux
progressions

(1) Consnlter la brochure de M. Vallés sur les logarilhmes.
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221210 2 400 : 1000 : 10000 : 100000... etc..
TO LSy T 5l e

Ainsi 1 est lu‘:lugumhmc de 10 (10 est alors la hase du systéme,
car on nomme base d'un systéme de logarithme le nombre qui'a pour
logarithme I'unité), 2 ut le logarithme de 100, 3 est le !ogm thme de
lOOOf’ac

Dans la progression géomélrique ne se Lrouvent pas les nombres
entiers 2,3, 4,5, 6,7, ete. En un mot, il n'y a que des puissances
de 10 qui fassent partie des termes de celle progression.

Voici comment on peut concevoir que tous lesautres nombres entiers
puissent en faire partie, du moins approximativement.

On insére un grand nombre de moyens géométriques entre 1 et 10,
et I'on peut dire que 'on trouvera, si l'on veut, des termes d’une
progression qui different entre eux de quantités trés-petites , aussi
petites méme que 'on veut; entre ces termes se frouveront les nom-
bres entiers 2, 3, 4, 5, ete. Par la méme raison en insérant un trés-

nombre de moyens entre 10 et 100, on trouvera des nombres
 different entre eux de quantités trés-petites et qui croissant de 10
jusqu’a 100, comprendront entre eux les nombres 11, 12, 13, 14,
15, etc.

m' L qu o insérer entre les termes conséculifs
de la meﬂﬂ e 1:10:100 : 1000, etc., les mémes
nombres de moyens géométriques de maniére & f formerune nouvelle
progression générale telle que si les nombres entiers n'y sont pas
compris, ces nombres enticrs mmm de la progresslon
de quantités trés-petites (1).

Cela posé, si I'on insére entre 0 et 1 dans la progression arlthméu-
que, entre 1et 2, entre 2 et 3, elc., des moyens arithmétiques en
. méme nombre que le nombre de moyensgéomeltriques insérés entre les
termes correspondants de la progression 1 : 10 : 100 : 1000, etc., on
aura deux progressions sur lesquelles ou pourra raisonner comme
sur les précédentes progressions; on pourra déduire les logarithmes
des nombres entiers , ou bien des nombres qui différent trés-peu de
ces nombres entiers, car on démontre qu'il est impossible d’obtenir
les nombres enticrs consécutifs dans la progression géométrique dont
10 est la raison.

(1) On peut consulter le traité sur les logarithmes, public par M. Vallés, et qui
contient des détails trés-complels sur celte matiére.
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Au reste on peut insérer un seul moyen géométrique entre 1 el 10,
puis un moyen entre { et ce moyen géométrigue obtenu, et ainsi de
suile successivement, en sorte que 'on pourra insérer un trés-grand
nombre de moyens géométriques en n'extrayant que des racines car-
rées successives, ce qui est un moyen trés-simple.

Mais en méme temps qu'on insére un moyen géoméltrique il faut
concevoir qu'on insére un moyen arithmétique entre les l;ermu cor-
respondants de la progression arithmétique.

En insérant des moyens arithmétiques entre deux nombres com-
mensurables on trouve toujours deux nombres commensurables, ainsi
les termes de la progression arithmétique sont toujours commensu-
rables. Mais en inséranl un certain nombre de moyens géométriques
entre deux nombres commensurables, en général on trouve une
raison incommensurable et par suite presque tous les termes insérés
sont incommensurables. Par exemple, en insérant des moyens entre
1 €1 10, il faut extraire une certaine racine de 10, ee qoidonne un
nombre incommensurable ; les termes insérés sont lous incommensu-
rables; mais on congoit que deux termes conséculils peuvent étre

assez rapprochés pour qne leur différence soit aussi petite qu'on®je
desire; ensorte que ces deux nombres comprenant 3, par exemple .
on pourra prendre I'un de ces nombres pour 3 sans erreur trop
grande. Le nombre de la progression arithmétique correspondant au
nombre que Von a pris pour 3 est dit alors le logarithme de 3 par
approximalion.

Caractéristique d'ur logarithme.

En reprcnanl les deux progressions

21210 2 100 1 1000 : 10000 ; 100000 ; ete.,
K o e - e S

on peul voir que loulnombre onmpm 1 et 10 a pour logarithme
un nombre compris entre 0 et 1 ; tout nombre compris entre 10 et 100
a son logarithme compris entre 1 et 2, sa partie entiéré est donc 1.
La parlie entiére du logarithme d'un nombre compris entre 100 et
0 1000 est 2. Or, un nombre compris entre 10 et 100 a deux chiflres et
la partie entiére de son logarithme est 1, c'est-a-dire 2 moins 1. La
partie entiére du logarithme d'un nombre entier a donc autant d'u-
nilés moins une, qu'il y a de chiffres dans ce nombre entier. Cette
partie entiére d'un logarithme earactérise la nature du nombre cor-
respondant et pour cela on Ja nomme caractéristique du logarithme.

| Alad
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En multipliant un nombre par 10, par 100 ou par 1000, le loga-
rithme du produit augmente de 1, de2, de 3, car le logarithme d'un
produit est égal @ la somme dﬂ loyanlkmu des. facteurs. Ainsile
logarithme de 28'5¢ 10 est égal & log. de 28 plus log 10; o, log 10 est
égal & 1, done log 28 5 10= log 28 4 1. ‘Ainsi a la waclérlsliqu‘bde
log 28 il suffit d'ajouter 1.

En général, quand deww nombres ne différent que par un factear
10, 100, 1000, ou plutdt par un facteur égal d une puissance de 10
leurs logarithmes ne différent que par UNE, DEUX, TROIS, efC., unités.

Inversement pour diviser un nombre par 10, 100, 1000, il suffit de
retrancher a la caractéristique de ce nombre une, deux, lrois unités
aulant que cela est possible. :
~ Si nous prenons 0,35742 pour logarithme d'un nombre, et si nous
voulons diviser ce nombre par 100, nous avons vu qu'il suffisait de re-
trancher 2 du logarithme donné, et comme cela n'est pas possible,
nous 'indiquons en placant 2 & laearactéristique du logarithme donné,
et nous surmontons ce 2 du signe — de cette maniére 2 35742,

Clest ld ce qu'on appelle logarithme dont la caracléristigue seule
est négative.

Pour les fractions, le dénominateur étant plus grand que le numé-
raleur en pri l.hmu le résultat de la soustraction sera
négatif. On peullénteren muitipliant le
par une puissance de 10 assez grande po que
plus grand que le dénominateur, puis le quollcnl. lrouvé pat' le loga-
rithme , on divise par Ia puimdaﬂamea

Construction des tables de logant?mui:' e

Nous avons vu comment on peul concevoir les opérations a effec-
tuer pour trouver le logarithme de 3 ou de 7, cela peut se faire
par des extractions de racines carrées de 10 (1).

On ne cherche pas ainsi par des extractions de racines carrées les
logarithmes de tous les nombres , car il suffit d'avoir les logarithmes

(1) Ou bien en extrayant des racines cubiques,
Par emm. rmm 2 moyens géometriques enl.u et '10, lu raison g est alors

egale d V:o Entre Vw el 1, si Jinsére deux nouveans moyens géometriques,

Jobtiens v l/ﬁ. Mais on peut voir facilement que ceite opération revient &
inserer entre t el 10 un nombre de movens égal § 30 — 4.
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des nombres premiers, puisque, nous le répétons encore, le loga-
rithme d'an produit est égal & la somme dns logarithmes des fac-
leurs,

On ne cherche pas non plns les logarithmes des fractions. Car le
logarithmed'une fraction est égal au logarithme du numérateur moins
le logarithme du dénominateur.

Les tables sout caleulées dans lo systéme dont la base est 10.
Dispasition des tables. g
'lahlude Lalande. Etendues a 7 décimales par Marie.
P&gﬂﬁ) ‘-"I: S T -

Log, Nomb, | "'ﬁl‘. Nomb, Log.
1 L ) ST e IR
]ﬂ 778151’5 : { ) i 1.81055304
084500814 : 172}~ {6 |1.82007680

0. 90308099} 35445

vor.
3.3808746 2485 |3.3051616 2514 |3 $003053
3.3000515 1707|2485 |3.3053306 | 11¥3| 2515 |3.5005380 :;:;

3.300328% {1799 3486 [3.3055011 |17%7| 2510 |3.4007100

mE

La disposition des tables de Lalande uﬂi‘&—smple et s'explique
d'elle-meme; nous avons piris deux spécimens, T'an de 1a page (1),
l'autre de la page (28). Les caractéristiques des logarithmes sont
cerites, ce qu'on pouvait éviter, puisqu'a l'inspection d'un nombre
entier ou d'un nombre décimal , on peut écrire la caractéristique.

Les tables de Lalande ne donnent que les logarithmes des nombres .
jusqu'd 10000, et pour caleuler des nombres plus grands que 10000
au moyen de ces tables, on se sert d'une proportion.

Les différences entre des nombres ne sont pas exaclement pro-
portionnelles aux différomces de lewrs logarithmes ; mais elles don-

— o T I -
s SRS AR et
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nent une approximation suffisante , quand les nombres donnes sont
trés-grands el ne différent enire eux que de nolwrss trés-petits
relativement. .~

Ainsi adroite de dm[ne -anlm.l est ecril son Inganthme. et quand
la différence des logarithmes de deux nombres consécutifs n'est pas
trop grande, elle estécrite dans la colonne marquée diff. (abrahauon
de différence).

Tables de Callet.

Chiliade 1.

X Log.. I X Log. X Log. |5 Log.

524 71&33‘!1’8‘ 58170417613 64180684803 70184571802

522171707050 58370402208 04280753503 T02|8E0433711
1533|71850169 583| 70406855 643 (80821007 703|840055

N. 248. L. 900.

2614
16
17

18

Dans les tables de Catier, on a cherché a économiser la place le plus
possible sans cependant nuire a la clarté ; pour cela on sest servi de
cette remarque. Les logarithmes des nombres plus grands que 10000, ne
différent entre eux pour une assez grande guantité de nombres quaprés
le 3% ou le 4° chiffre décimal, en sorte qu'il était possible de ne pas
étrire plusieurs fois ces premiers chiffres décimaux des logarithmes,
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D'ailleurs dans  les tables de Caucer on n'éerit pas la caractéristique,
ot c'est senlement la partie décimale de logarithme qui est éerite.

On remarque deax dispositions dans les tables de Cazver pour lesnom-
bres. Il y a d'abord des pages en téte desquelles on voit Chiliade 1, c'est-
a-dire premier mille, quoique.ces pages contiennent les logarithmes des
1200 premiers nombres entiers, dans ‘ces pages les logarithmes des nom-
bres cutiers sont écrits avec 8 décimales. Pour se servir de efs pages, il
n'y a vien a dire de particulier.

Aprés les premiéres pages viennent celles qui portent en téte des in-
dications comme celle-ci N. 246 , L. 300.

Les logarithmes de ces pages sont ceux des nombres de cing chiffres;
par exemple, je trouve dans une méme ligne horizontale, le logarithme
de 25140 qui est 4,4003053, le logarithme de 25481 qui est §,4003825,
puis Ingmbhme de 25142 Egara I,Mm ete.

les mlonnotl‘mhhﬂéeso 1,9,3,4,5,07.8,9; cnrncbénsuquedll

Inganr.hme s'écrit d'aprés les MM, on place ensmte une vir-
chiffres de la

des quatre chiffires placés horizontalement sur la tranche du nombre cher-

ché et dans la 0,1, "t 3, i 50 ete. i saivant que le dernier
chsﬁwd-mmbnmo,l, !, 3, 4,5, ete.

* Ainsi , je veux trouver le logarithme de 23178, je trouve 2517 dans
1a colonne N; mais je ne prends pas les trois premiers chiffres 00, car
dans la colonne 8, je vois, quil y a un blanc a la tranche 2517, et qu'il
faut recourir a la tranche suivante , on se trouve §01 que je fais suivre
de 0312, Le logarithme de 25178 est donc #, §010212. '

La derniére colonne intitulée dnffcrenm ‘contient des tables propor-
tionnelles destinées & donner lmw accroissements des lo-
garithmes correspondants a des acc ts de dixiémes pour les
nombres. Nous en expliquerons I'nsage’ plus loin..

Voyons comment on peut se servir des tables, mais avant d'entrer
dans des détails, examinons les logarithmes des nombres plus petits que 1
c'est-a-dire les logarithmes négatifs ou bien ceux dout la eavactéristique
senle est négative.

- . - -
Soit a trouver le logarithme de Ga © DOUS savons que log i log 7

—log 68, or log7 = 0,86500814, log 68 = 183250801 ;
1
Ainsi log = 0.84500814 — 1.83250801 .

Cette soustraction n'est pas possible , en sorte qu'on retranche le. plos



127
petit nombre du plus grand, et on place le signe — devant le reste .
(dlgibre n™ m—u).lgméiog%'-:— 0,08741077, ce logavithme est en-
tierement négatif. Nous pouvions éviter un logarithme pareil en malti-

ARITHMETIQUE. LIVRE 1V, LOGARITHM £S.

B

: 7 I A 70
plfant EE gg_f_o, ce qui donm £ A

lnx

logh- (gn—logos._
70 .

lo d—s-=o.osmm.

, on_avait alors

=log -——log 10=1log ---1.

1,84600814 —1,83250801 ,

T =
Pour avoir le logarithme de i il fant retrancher 1 de ce nombre, ce

qu'on fait en le plagant a la carac

, surmonté du signe —, ce

qui indigue par convention qu'il est seal soustractif.

7 7
Ainsi log = 1.01258033.

Dans Temploi des tables de Togarithmes il y & deux problémes géné-
ragx a rmudre, I'an direct, lmhe

Paestien promise. Un nombre étant donné, trouver son fﬂg'nr'i:l}amr.

Tasees ve Livawor.

1. Le nombre est entier et plas
petit que 10,000,

Le logarithme se trouve immé-
diatement , on trouve par exemple
que le logarithme de 2485 est
,3053204.

20 Le nombre entier a plus de &
chiffres,

Soit par exemple 28557, sa carac-
téristique est 4 ; pour la partie dé-
cimale du logarithme, on commence
par placer une virgule aprés ce qua-
triéme chiffre, ce qui donne 2455,7,
et on sait que le logarithge de ce

inverse: chacun de ces problémes se

a5 allons les resoudre successivement.

< ;'!-ml;., o TSt

e L g

- Tases o8 Casier.

1. Le nombre est entier et plus
petit que 408000. Premier cas, le
nombre a moins de ecing chiffres
{par exemple, le logarithme de
2516, on cherche en téte a la snite
de N le premier chifire 2, puis on
trouve 2516, et dans la colonne
saivante 0, c'est-a-dire 25100 dont
le logarithme est celui de 2516 di-
minué¢ de 1. On prend donc pour
logarithme de 2516, le nombre
3,4007106, en écrivant 8 a la ca-
ractéristique, puisqu’il y a § chiffres

dans le nombre entier.
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nombre a méme partic décimalel 2° Lenombre entier est plusgrand
que celle du logarithme de 24557, |que 108000, soit par exemple 251034,

Or, 2455,7 est compris entre 2855] Pour avoir un nombre de 5 chif-
et 2456, domc le logarithme delfres, je sépare un chiffre sur la droite,
2855,7 se composera du logarithme jobtiens 25163,8.
de 2653, plus d'ane partie depen-| Le logarithme de 25103 est pour
dant du chiffre décimal 7, qu'on ob-/la partie décimale 4007624, mais la
tiendra ainsi. |difiérence entre les deux logarithmes

On dit : &m’"":n: Mémr;‘ :m consécutifs est 173, or la table pro-
trouve une entre 0= Nm’n‘ #;ag‘re a 173 donue ,
garithmes égale a 1700, du :‘P‘“""Fm calculée, pour 4, 60 que ja-
ordre décimal ; pour 0,7, combienliouee i'ai ainsi $007026-+069,0ubien
faudra-t-il ajouter au logarithme de Bans
2455, on suppose qu'il y a proportion
enlre ces guatre. uombnn etlon a

t: G‘f 1'1"59 =

1 = =

.1:::1—-—7“:(0‘ =176 0,7=1

la quantité a ajouter est donc 1238},

Ainsi on a 8,3000515, on ajoute
1208,3, ou, ‘en négligeant les trois|, o 0%

s 2 5 = obtient 251034,78, on
unités du huitiéme ordre, 1238, puis prend la partie décimale du loga-
en passant au logarithme de 24557, |rithme de 251638 qui est 4007026 ;
dont la caractéristique est 4§, omfpour 0,7, la table donne; 121 pour

log 251635=5,5007608.

Ponr un nombre de plus de six

Soit a trouver le logarithme de
3 oBETe s
On sépare deux chiffres sur la

trouve 0,08 la table donne 13,6 ou 14, en
log 24557=4.3000515+ 1238 du sep- forgant ce chilfre 3, on a donc
tiéme ordre. 007624
=4 3901753 121
Pourun nombre de plusdeSchiff -~~~ W
fres on ferait le calenl de la méme 4007759

maniére, mais alors lerveur com-

mise pourrait étre plns 5“.[1‘13 _ don9 mmgj.tmm.

Deoxikse prosibue, Un lngunthmz étant donné , trouver le nombre
correspundant.

Tanres ve Lavanpe. ' Tasves ve Carier.

I. La caractéristique est au plus3.| 1%f cas. Si le logarithme se trouve
Alors il peat arriver deux cas , oulparmi ceux de la premiére chiliade,
bien le logarithme est dans les ta- fon aura sur-le-champ le nombre qui
bles, on bien il n'y est pas. lai cormzon&_ ; ce nombyre sera dans
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1¥ Si  je donne par exemple|la colonne marquée N qui précede

3,3053204, le nombre correspondant
a ce logarithme est 2485.

2¢ cas. Lelogarithme ne se trouve
pas dans les tables.

Fai par exemple 3.9508032.

Je cherchie le nombre qui en ap-
proche le plus en moins, je tronve

immédiatement celle qui contient le
logarithme donné, et dans I'aligne-
ment de ce logarithme.

2¢ cas.’ Si le logarvithme ne se
trouve pas dans la premiére table,on
cherchera les trois premiéres déei-
males de ce logarithme parmi les

3.3808740 qui correspond a 2654 , je|nombres isolés que 'on voit daus la

fais la différence entre 3.3808032 et
3.38087460 , la diflérence est 186 je
dis alors pour 1700, différence des
deux logarithmes conséentifs, jai
une unité, pour 186 combien an-
rais-je, ce qui donne la pruportion
1760 : 180 :: 1 : ¢

2, 186 .
d'ou x=_m=e,;, a peua prés le

nombre ecorrespondant  est danq's

2454,1.

Si l'on avait donné pour logarith-
me le nombre 5.3808032 , j'aurais
enlevé d'abord 2 i | ' '
que, puis ayant obtenu d'abord

2454,105.

Recalant la virgule de deax rangs
a cause de la caractéristique, le nom-
bre demandé est 245410,5.

Pour le reste, voir les traités spe-
ciaux placés en téte des tables de
logarithmes, et encore les problémes
placés dans les applications da troi-
siéme et du quatriéme livre.

colonne marquée O de la seconde ta-
ble,etlesayanttrouvées, oncherchera
les quatre derniers chiffres du loga-
rithme parmi les nombres de quatre
chiffres qui sont dans cette méme
colonne en descendant. Si l'on y
trouve ces quatre derniers chiffres,
on verra le nombre cherché dans la
colonne marquée N et sur leur ali-
nement.

3% cas. 8i l'on ne trouve pas dans
la colonne marquée O les quatre
| derniers chiffres du logarithme don-
né , on s'arrétera a celles qui en ap-

le plus en moins , on sui-
vea la ligne sur L on se sera
arrété en la parconrant de ganche &
droite, et si I'on trouve dans cette
ligne les quatre derniers chiffres da
logarithme donné, on suivea, en
montant ou en descendant, la co-
lonne dans laguelle on les aura tron-
vés; le chiffre qu'on verra a la téte
ou au pied de cette colonme, sera la
cinquiéme figure du nombre cherché
dont les quatre premiers se trouve-
ront, comme ci-dessus, dans la co-

lonne marquée N.

e

= é - a6

nhd




APPLICATIONS.

ET PROBLEMES DE L'ARITHMETIQUE.

CALCUL DES NOMBRES CONCRETS (1).

47, Avomox. L'espece des unités de la somme est nécessairement la
méme que celle des unités que renferment les nombres additionnés.

Ainsi la somme des nombres 8 métres et 7 métres est 8+ 7 ou 15 meét.

Sovstaaciios.— La méme réflexion est applicable a la soustraction. Le
reste exprime nécessairement des unités de méme espéce que cellé des
nombres sur lesquels on a open

Muorripricamior.— Le produit devant se compdser avec le multiplicande
comme le multiplicateur se compose avec I'unité, les unités du prodait
doivent étre de méme espeee que celles du multiplicande. On fail tou-
jouss abstraction de Vespéce des unités du multiplicateur.

Ezemple —11 y a7 jours dans une semainé : combien y en a-t-il dans
5 semaines ? Puisqu'une semaine contient 7 ]bm
dront 5 fois 7 jours. Mais le nombre des unités de jours contenu dans le
produit de 7 jours par 5 ne peunt étre différent du nombre d'unités abs-
traites contenu dans le prodait du nombre abstrait 7 par 5. Je multiplie
doneT par 5 ou 5 par T, et je fiis exprimer des jours au résultat 35,

Division.— Le dividende est un produit dont le diviseur et le qu
sont les deux facteurs. Dot il suit que le dividende étant concret. le
quotient doit aunssi I'étre , si, d'aprés la nature de la question, le :Iivneu-
est abstrait , et réciproquement.

Exemple du premier cas.—Quel est le quotient de 80 métres par 4? Le
quotient doit exprimer un nombre de métres quatre fois moindre que 36.

Exemple du second cas.— Quel est le quonent de 42 kilogrammes par
7 kilogrammes ? C'est le nombre abstrait qui indique le nombre de fois
que le poids §2 kilogrammes contient le poids 7 kilogrammes. J'obtien-
drai ce nombre en divisant 42 par 7.

(1) Nous conservons celle dénomination pour nous conformer il V'usage, nous ré-
servant cependant de eritiquer autre part ces expressions impropres de nombres
abstrails el nombros concrets.

A

-
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11 résulte de ce qui vient d'étre dit que, lorsqu'on a & exécuter, sur des
nombres concrets, une des quatre opérations fondamentales de 'arithmé-
tique, on fait I'opération de la méme maniére que si les nombres étaient
abstraits, et que l'on fait ensuite exprimer au résultat des unités dont
I'espéce est déferminée tant par celle des nombres soumis an caleul que
par la nature de la question qui y donne lien.

Nomenclature des mesures anciennes.

48, 1l existe beaucoup de traités importants sur les arts et sur les
sciences, faits avant I'établissement du nodveau systéme de mesures, et
auxquels le savant, Uindustriel et I'étudiant ont, a chaque instant, besoin
de recourir. On ne peut donc rester étranger au systéme des anciennes
mesures. Nons dﬂmm donner ici la nomenclature
sommaire.

Mesures de kmguw Pour les petites étendues , {'unité principala était
la toise, qui vaut 6 pieds; le pudrm n,pm hpnm 12 hgnes et
la ligne 12 points, *

La mesure itinéraire €tait la licue avec ses subdivisions binaires

11 y avait trois sortes de lieues, mou 3

1° La licus terrestre on ordinaire qui était la 25¢ pcrm dun degré ter-
vestre , Clest-i-dire, la 25¢ partic da 5700810ises 3332 et valait consé-
quemment 2280'01es 3388, (1).

3° La lieue marine , qui était la 20° partie du degré tervestre, et valait
conséquemment 285001865 §111....

Le mppnrtdelahemo:dmam a la lieae marine était celui de 4 4 5.

3° La lieue de poste, yui valait 2000 toises.

Onle servait , pour le mesurage des étoffes, d'une unité particuliére :

it launc, dont la longueur était de 30700401100t
aune se divisait en demies, en quarts, en humemes, en seiziémes ;

en tiers, en sixiemes, en douziemes. =

Le pas ordinaire était une longueur de Mﬁm

Le pas géométrique ou la brasse était de 5 pieds.

La perche linéaire de Paris était de 18 pieds.

Celle des eanx et foréts était de 22 pieds.

Mesures de surface. On évaluait les surfaces de pen d'étendug en toises
carrées , pieds carrés, pouces Carres,..

On appelle toise carrée, pied earré, pouce carré , un caré qui a pous
cdté une toise, un pied, un pouce.

La toise carrée vaut 63<6 ou 36 pieds carrés.

!1 1
2'4'8

(4) Le degre terrestre valant 25 lieues terrestres, la circonférence de la terre, qui
est de 360 degres, vaut 360 fois 25 lieues terrestres, ou 9,000 licues lerrestres.

2
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Le pied carré vaut 12 < 12 ou 144 pouces carrés.

Le pouce carré vaut 12> 12 ou 144 lignés carrées.

Les sarfaces d'une grande étendue s'évalnaient en lieues carrées. Une
lieue carrée vnt. a peu de chose prés, 228032280 on 5108400 toises
carrées.

n exu‘lntenuatre des mesures agraires qui- tam.lent suivant les lieux,
de noms, de grandeur et de sabdivisions.

Toutefois , les plas usitées étaient I'arpent et la perche.

L'arpent valait 100 perches. :

La perche de Paris était un earré dont le coté égalait 18 pieds.

Celle deseaux et foréts élait un carré dont le coté était égal & 22 pieds,

La perchechari.l&an done égale 3 183 18 on & 324 pieds carrés.

La perche des canx et fordts était donc égale 4 3222 on a 84 pied
carrés.

Conséquemment , les arpents mmpomimm de 32400 pieds
carrés et de 48400 pieds carrés.

Mesures de volume et de capacité. Les volumes s’énluimt en m
cubes, pieds cubes, pouces cubes.

Onap-pdlnume cube, pied cube, pouce cabe... unmbe (solide de la
forme du dé a jouer), dont le cité est égal a une m, aun pied, & un
ponckia (1) - o S=F TR

11 sunit de la qu'une toise cube nnt&)(ﬁ)eﬁuﬂoqu cubes ;
qu'un pudcnhe vnut lelixli ou 1728 pouces mbg, qu'un pouce
cube vaut a 123 1728 s O

liya\rmmomdumatm'u culieres de volome:

1° Pour les matiéres séches, tels que les grains; le setier qui valait 12
boisseaux. Le boisseau valait 12 litrons.

20 Pour les liquides , le muid, qui valaitia Paris 288 pintes, Lapinte
avait des subdivisions binaires.

80 Pour le bois_de chauffage , Ia corde qmvllmdﬂu voies.

Poids.— L'unité de poids était la livre qui valait tm e marc
valait 8 onces, F'once 8 gros, le gros 72 grains. .

Dans l'orfévrerie, les pesées ¢évaluaient en marcs. — °

Un poids de 100 livres formait le quintal .

Le tonneau de mer représentait un poids de mlmu

Monnaies.— L'unité monétaire était la livre tournois, qui valait 20

us : le sou valait 12 deniers.

(1) Lo nombre des unités de volume contenu dans un eube est égal, ainsi qu’on
Ie démonire en goométrie, au produit de (reis facleurs éganx chacun au nombre
abstrait entier ou fractionnaire, qui exprime le nombre des unités de longueur con-
tenues dans le coté de e cube. g
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- Lesmonnajes J';rgem ounmml -’- ‘de lear poids mrnrgmt-ptre; 33
en cuifu

i1 1
Les molmaleu d'or |:cunamuem.‘—i de leur pouls en or pur, :’-; en ar-

gent et ?li en cuivre. On disait des mm:mju d'argent, ainsi qmeses

1
monnaies dor q_u ‘elles émem: an titre 3 ouen d'antres termes,

qu elles rmfemt 5 deﬁn Foor

‘Mesures du fomps. L'unité principale du temps était I'snnée, qui se
divisait, comme elle se divise encore, en 305 jours quand I'année est
commune, eten 300 jours quand elle est m

La durée d'une vévolution de la terre sur son axe, forme un jour que
Fon partage en 26 heares. L'heure se divise enwmmuusﬂh mm
en00 secondes. SIS Al

Limm se dmse aussi en 12 mois, dms lon!usuwm
uwovembre, décembre. E . ""

Sept de ces mois, savoir janvier, mars, mai, Jmllat aout octobre et
décembre , ont 31 jours.

- Quatre autres, qui sontavril , pm. septembre et wovembre, ont 30
JOII.I‘I

Balonqnel'mhaﬂimmmfunu hmoisdeﬂwiern!a ou
20 jours.

La semaine se compose de sept jours.

Division de la circonfirence. — Toute circonférence se divisait (et se
divise mémie encore, i cause des nombreux avantages que présente cette
division), en 300 parties égales, nommées degrés. Lie degré se divise en
60 minutes, la minute en 60 secondes, la seconde en 00 tierces.

La mmwmmmqm,m
secondes , 77760000 tierces.

Le. quart de la circonférence, alors commie ‘anjourd'hui, s"nirpehn
quadrant.

Sy stéme métrigue.

49, Le nouveaw systeme des poids et mesures (devena obligatoire depuis
fe 10 janvier 1830}, a recu le nom de systéme métrique, parce que le
metre, ‘qui est Ta rouvelle unité de Tongueur, Tui sert de base fonda-
mentale.
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Ce systeme est d'une simplicité extréme, tant sous le rapport de la
nomenclature qui n'offre que guelques mots aretenir, que sous celui des
caleuls qui s'effectuent, tous , sur des nombres décimaux.

Mesures de longueur, Le métre ou nouvelle unité linéaive est la dix-
millioniéme partie du quart du méridien terrestre, c'est-a-dire de l'arc
qui mesure la distance de I'équateur au pdle.

Les multiples et les sous-multiples du métre , dnmh.qas cenx de
toutes les autres unités du systéme, suivent la loi décimale. -

Les noms des multiples de I'unité dont il sagit, s'obtiennent en pla-
gant, devant le nom caractéristique de cette unité, les quatre mots grecs
ntivsnti-

déca | ..m&ﬂ, kilo , myria,
qmumdmsmlpar dix, cent,  mille, dix-mille.

Les noms des subdivisions se forment en placant, devant le nom dis-
tinctif de cette unité, les trois mots latins suivants :

— . S centi , milli,
qui se traduisent par dixiéme , centiéme, /milliéme.
Ainsi, ponr énoneer les multiples du métre, dans leur ordre graduel

d' angmenmmn on dira ;

décamétre,  au lieu de 10 métres,
hectométre,  an lien de 100 métres,
. hidométre,  an lieu de 1000 métves,
De méme , pour énoncer les mu—mnlliples du métre, on dira :

T > dixiére de métre,
s é-ﬁiuin. g %m%a" de meétre,
millimétre,  au lieu de milliéme de métre.

Les savants chargés de la détermination de la longueur du quart du
méridien terrestre, ayant trouvé que cette longueur est de 5130740 toises,
il s'ensnit que le metre égale 0% 5130740 on O 518074, fraction déci-
male qui, traduite en subdivisions de la toise, équivaut a trés-pen de
chose prés, a 8 pieds, 0 pouce, 11 lignes, 200 milliemes de ligne.

Le myriametre uhlm“mmw&mm
itinéraires, équivalent, & trés-pea de chose prés, le premier a 5130 49i500.,
et le second a 5134 OpL500-.

Mesures de superficie. 11 y a deux espéces d'unités de surface.

Pour les surfaces de peu d'étendue, 'unité est le métre carré, cest-a-
dire, un carré dont les cdtés sont égaux au métre (1).

(1) Le nombre desunites de surface contenu dans un carré, ainsi qu'on le de-
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Pour évaluer les-sucfuces des terrains, on a adopté lare, qui west
autre chose qu'nn carré dont le cOté est. égal a 107 métres on i un déca-
métre,

Le décamétye , qui remplace ln perche linéaire , est la- aouvdhnhﬂne
de l'arpenteur. ;

1l résulte de ce qu'on vient de dire que V'are vaut cent fois le métre
carré, La centiéme partie de V'are onhmﬁmnutdone autre chose
qu'un métre carre.

La surface qui renferme cent -mregon le nom d’hectare. Le coté de
Fhectare , sous la forme d'un carré, est égal & 100 métres. L'Imcu:evnm
donc 10000 métres carrés.

Le mot myriare est usité, guand il § ‘agit d‘évalnm géographiques.
Le coté da myriare est égal a 1000 meétres; le myriare vaut done 1000000
de métres carrés. ,

Mesures de vdum.«tw Ww#m ou
de métanx , est le métre cube.

Le décimétre cube, le centimétre cube, lamnhmemm
de solides, dtla forme t!.u l!é I jpuu, dmt tous les cotés seraient égaux

de grandeur.

Le métre cube recoit le nom de stére, letql’i.lmimemmle bois
de chauffage. Le seul multiple usité du stére est le décastére qui vaut dix
stéres ; son seul sous-multiple est le décistére, qui vaut un dixiéme de
stére.

Mesures de up_;_cm.- L'unité de mesore , pour les liquides et pour les
grains, est le décimétre cube, anquel on donne alors le nom de litre. Sa
forme primitive fat celle d'un cabe; mais dans la suite, pour en rendre
I'usage plus commode, on lui a donné la forme cylindrique, La hauteur
du litre, sous forme cylindrique, est le double du diamétre de la base.

Les multiples du litre sont le décalitre ou dix litres, et Vhectolitre ou
100 litres. il

Les mmm le décilitre u%e du litre, et le centilitre
ou centiéme du litre. Un n'emploie pas le millilitre, qui serait une quan-
tité trop petite. Ce ne serait en effet qu'un centimétve cube.

Mesures de poids. La détermination du gramme ou nouvelle unité de
poids a exigé lu opérations les plus délicates. It nq'lura!t an poids d'un

¥ -

== ——==r

montre en M%Wﬂmwhdmmmnmu nombre
qui représente le nombre c¢’unités linéaires contenves dans le cote de ce carré.
Or, lo métre vaut 10 décimétres. Done le métre carrd vaut 10X10 on 100 déei-
métres carrés.
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centimétre cube d'eau distillée , pesée dans le vide, aprés I'avoir ramencée

a son maximum de densité , qui. o lln iqnltredegm centigrades an
dessus de zéro.

L'expression de ce i:onis en mmumesnm.-m 18 grains, 82715,
Le kilogramme ou la double livre décimale , équivaut conséquemment
4 18897 grains, 15. La simple livre décimale nouvelle vaut donie-0613
grains, 575.
Les maltiples et les sous-maltiples da gramme sont -
le myringramme qui vaut dix mille grammes,

le kitogramme mille grammes,.

' hectogramme cent grammes ,

le décagramme dix grammes ,

le décigramme - un dixiéme de gramme,
le centigramme un centiéme de gramme,
lc Ml”:gmmm! _ un milliéme de gramme.

Le q'lu.util m&lqﬂem un pa:dule 100 kilogrammes ou 10 myria-
grammes.

Le litre n'étant autre chose qu'un décimeétre cube, et le décimetre cube
valnntlm centimélres cubes, le poids d'un décimétre cube dun équi-
vauta 1000 grammes ou & un kilogramme. e i

l-e mcnbev an 1000 ddm.metrescnhu ﬁsmtqﬂehm

Mnmmm — La nonvelle nité monétaire est lefmuc
Le fnncest une piéce de monnaie qui pése cing grammes, et qui

contient lu % de son poids en argent pur et T cniyre @ cest.a-
dire, que son titre est a ;'—Ed.eﬁn.

Le franc n'a point de noms particuliers de multiples dans la nomen-
clature. On ne ﬂn.pnmt ﬂmﬁnu lacta-fw On dit simplement 10
franes, 100 franes, « g -

Le déeime, qai vaut un dixiéme de frane, et le centime , qui vaut un
centiéme de franc, sont les senles mbdamum de l'unité monétaire.

Puisque le poids d'un franc ms:gnmmu. et que 5 grammes sont
contenus 200 fois dans 1000 grammes ou dans un kilogramme, un kilo-
gramme d'argént monnayé vaut évidemment 200 franes. .

Done, en divisant une somme donnée par 200, on obtient le poids
de ceite somme en kilogrammes.

Réciproquement, le_poids d'unc somme quelcongue dargent étant
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donné , on obtient la valeur de cette somme , en multipliant par 200 le

Division centérimale de la circonfirence.— La circonférence elle-méme
a été assujettie a la division décimale. On I'a partagée en 400 parties
égales nommées grades. Chaque quart ou guadrant renferme 100 grades.
Le grade se divise d'ailleurs en 100 minutes, et la minute en 100 se-
condes, .

La circonférence renfermant 400 grades vaut 40000 minutes centési-
males ou 4000000 de secondes.
Chaque seconde, quand il sagit de la circonférence de la terre, est
égale a la longueur de la nouvelle chaine de Farpenteur ou au décamétre.
T <

Conversion des anciennes mesures en mesures nouvelles,

50. Gnalulim mmm.amuw
mmmmﬁmdlmmwlunmmde
grandeur qui existent entre les plus importantes de ces mesures, et don- :
wy.g@oywm&mdm iy

La toise =

Le métre =443 lignes, 200,

864000
Done, 1nilevlnt“amdemétn ou {m omm

Ainsi, pour convertir des toises en métres, il suflit de multiplier
12,049037 par le nombre de toises proposé.
Exemple : Que valent en métres 510 toises ?

18,949087
519

17 541333
59 40037

074 5185
Réponse. . « - - uw- 550203

Le méridien renferme $000 mymmnt:n. 11 renferme aussi 0000 lieues
ordinaires.

i e :
Douc, 1 lieue me%’l%"oh myriamétre: ou 0TI §444bé. ..

Ainsi, pour convertir des lieues en myriamétres, il suflit de multiplier
0myr. §58444,.. par le nombre de lieues proposé. .
Exemple : Que yalent 07 lieues en kilométres ?




ARITHMETIQUE. APPLICATIONS. CONVERSION, ETC. 139

;: omyr. SE4EEE
o

3. 111108

30 60000

Réponse. . . . . Tlﬂ&,ﬂl.ﬂ“

Une toise carrée = 864115. ¢ 86415 ou 746400 lignes carrées.
Un métre carré = 4481is.,206 > 443,200, on 10651 11is. car. 353010.
Donc, 1 toise carrée vaut

746406000000
106511343610

de métre carré, ou 3m. car. 708748,
" Ainsi, pour convertir des toises carrées en meétres carrés, il suflit de

multiplier 3m. car 798748 par le nombre de toises carrées proposé.
Exemple : Que valent 316 toises carrées en métres carrés

am.car. TOSTES

v 316

LIRS el

23 702488

5 . 3708748,
1130 6284

I s

!tépom. .. 1300menr S05808

Une liene urticm )(m.-. —--‘«dlmyiimiun carvé, ou, en faisant la

division une fois pour toutes, 0mYr. ear. 10753080, ..
Ainsi, pour convertir des lieues carrées ordinaires en myriametres carres,
il suffit de mnlup!ur Qmyr.car. 10753086 par le nombre de licues cairées

proposé.
Exemple : Combien de myriamétres carrés valent 37 lieues carrées?

Qmyr.car. 10753080
37

1 38am1002
5 9250258
Réponse. . . . . Twyrear 30804182

Une toise cube = 8641k 3¢ 8041 SCRO4UE ou 044072544 lignes cubes.
Un métre cube = 438,206 > 4431 200 3 443,206

on 871126020 cub. 570508336,

PR I P a——
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v ia
: C BREOTR554000000000 -
Done, eIt s iaredtr gy
¢, 1 toise cube yaut e = ademéuemh,
ou To. cub. £0389...

Ainsi, pour npnverﬁi"_d'u toises cubes en métres cabes, il suflit de mul-
tiplier 7. cub. £0,380 par le nombre de toises cubes proposé. !
Exemple : Que vglent 78 toises cubes en métres cubes? .

7m.cub. 0389
v BB
50 , 30112
518 2723
iy % Poids. o . 55 I
La live: pmdiz - ! -
Le kxlnsrmmmlﬂﬂn 15.
Done, la livre vaut lm’ﬂbdc kilogramme, ou, en faisant la division
une fois pﬂwmm@m

Ainsi, pour convertir des livres pmds en kilogrammes, il suffit de mul-
tiplier Oklog. 480500 par le nombre de liyres proposé.
Exemple : Combien 314 livres valent-elles de kilogrammes?

Okllog., §89500
s
1 058024
4 80500
166 8518
Réponse. . . . . 158kiog. 704006
Monnaies.

11 est résulté de la comparaison de la valeur du franc et de celle de la
livre, que ces valenrs sont entre elles comme 81 et 80.

La livre serait représentée par le nombre 80,

Et le franc serait ﬂpnmépu le nombre 81.

Donc, 1 livre tournois vaul dnp franc, ou 0 O87654...

Ainsi, ponr convertir des livrel tournois en francs. il suflit de malti-
plier 0 087654 par le nombre de livees proposé.
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Exemple | Que valent. Qaffmcs 69 livres tournois ?
0t 087054
69
8 888880
50 25034

Réponse. . + . . . 08fr 148120

REGLE DE TROIS.

51. La régle de trois est une opération dans laquelle on donne
trois quanlités, a l'aide desquelles on en trouve une quatritme.

Premier exemple. — 38 ouvriers ont fait dans un temps donneé,
342 métres : on demande combien 15 ouvriers feront de métres dans
le méme temps?

Dans I'hypothése ci-dessus, 'ouvrage fait par un seul ouvrier sera

evidemment exprimé par Je nombre fractionnaire... %’
Et Pouvrage fail par 15 ouvriers sera représenté par I'expression
! ABAXN A5
T

Simplifiant cefte expr ',«mh numérateur et le déno-
minateur par le facteur commun 38, on uhlienl k :ﬁ dﬂmﬁ-ﬁ%

Donc les 15 ouvriers feront dans le méme temps la quanute
de 135,

Second exemple.— Un homme fait 654 licues en 4810&1'5 Com-
bien fait-il de lieues en 32 jours?

Le nombre de lienes faites pendant un jour sera exprimé par %—
Et le nombre de lieues faites pendant 32 jours sera représenté par
; 654 x 32
B i W
- En simplifiant, on obtient 1£9 X &; or 109 X 4= 436.
Cet homme fait done 436 en 32 jours.
Dans le premier de ces deux exemples, les quantités d’onvrage fait
sont évidemment proportionnelles aux temps employés a les faire.

Dans le deuxiéme exemple, les distances parcourues sont aussi
évidemment proportionnelles aux temps employés & les parcourir.
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Les régles qui font la matiére de ces deux exemples, sont par
cetle raison nommées régles de trois directes.

Exemple d'une régle de trois inverse.

28 ouvriers ont mis 45 jours pour faire un certain ouvrage : on
demande combien 35 ouvriers mettront de jours pour faire le méme
ouvrage? _

11 est évident que le temps employé par un seul ouvrier pour faire
le méme ouvrage sera exprimé par la quantité 45 X 28.

Et que le temps employé par 35 ouvriers sera 35 fois moindre que
la quantité de temps marquée par 45 X 28.

Ce temps sera done représenté par —— 65;:558.

En simplifiant, nous trouverons 9 X #==386. -

1l faudra done & 35 ouvriers, 36 jours ponr faire le méme ouvrage.

REGLE DE TROIS COMPOSEE.

52. La régle de trois sappelle composée, lorsque, pour oblenir
un résultat on est obligé de passer par unesuite de régles de trois
simples.

Exemple. 24 ouvriers, travaillant 15 jours et 10 heures par jour,
font 684 métres d'ouvrage ; on demande combien de jours mettront
18 ouvriers en travaillant 8 heures puwpmfmmmélresdu
méme puvrage.

Supposons d'abord que les ouvriers travaillentle méme nombre de
jours, le méme nombre d’heures par jour et fassent le méme ouvrage,
Pouvrier , pour faire 684 métres, demm:ner 24 fois plus de jours,
c'est-a-dire 15 X 24; I'ouvrier travaillant une heure par jour, mettra

10 fois plus de temps; donc, pour faire 68% métres, il mettra
15 X 24 X 10; pour faire un métre, il mettra 684 fois moins de temps,

Cest-d-di 15)(9‘)(10

18 ouvriers, travaillant 1 heure par jour pour faire 1 métre, met-
152410
m ia -

tront 18 fois moins de temps qu'un ouvrier, ¢'est-a-dire 2
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* 8'ils travaillent 8 heures par jour , pour faire un métre, ils mettront

8 fois moins de taspuou mﬁx:‘x;o

S'ils venlent faire 575 métres d'ouvrage, ils mettront 575 fois plus
152410575  15X24xX10X575

de temps, donc xx_,—wesldmle
nombre de jours employés. Voici les simplifications :
qu&'xwxszs smx% »
18X 8% .
575
25 57525 14375 14375 | 684
2875 ~68F 68k 695
1150 11 s

14375
Le nombre des jours est 214 % de jours. Voici un tableau qui re-
présente la marche que Von suit dans ces différents calculs, et la ma-
niére dont on les dispose: on met d'abord les mombres de cette ma-
miére :
2% ouvriers, 15 jours, 10 heures, 624 métres.
18 i, AR . oo TR {1

iy S oy -

On met 2 pour exprimer que I'on cherehe le nomhre de jours.
Voici les calculs : S :

1 ouvrier, 15x24 j., 10 h., 68% métres;
1 ouv. 152610 j., 1 h.,, 68%

1 ouv. 15X = Sl ol

152410 |
18 ouv. m— joo th,
15% 2410
18 ouv. Xioxg ir  Sh. 1
418 ouv. |oxa&§10>):575 jo - 8h, 57
15x34;<(10;‘<:75' le nombre de jours que meltront 18 ouvriers

travaillant 8 heures par jour pour faire 575 métres d’ouvrage.
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HRégle de trois simple résolue par tes proportions.

53. Résolvons maintenant des régles de trois par des proportions.

Premier probléme. 12 ouvriers ont fait dans mwdnnne 348 me-
tres d'ouvrage , on detnnmle combien 25 ouvriers en feront dans le méme
temps ?

Les qmt.wkd‘ouum_m& sont évidemment proportionnelles au
nombre des ontriers employés a les faire, c'esta-dire que si le nombre
d'ouyriers devient double, triple, quadraple, et, en général ,un certain
nombre de fois plus grand , l'ouvrage fait par ces ouvriers sera aussi ou
double, ou triple, ou quld.inph“‘ol. E.ﬁn le -méme . nomhre de fois
plus grand. -

En conséquence , si on ‘représente par x le nnmbredamétms cherché,
la valeur de l'inconnue, dans le probléme en question, dépendra néces-

orton swivamtes s .t
348 > 25

-nemes_E 12: 35 :: 3iB: xr == =T25.

Daus ce probléme , comme dans tous cenx de méme espéce, le rapport
qui existe entre les ouvrages faits, est absolument le méme que celui qui
existe entre les nombres d'ouvriers : aussi, dit-on que les ouyrages exé-
catés sont en raison directe du nombre de ces ouvriers. Tontes les fois
yue cette circonstance aura lien, la régle de trois sera dite directe.

Deuxidme probléme. 35 ouvriers ont fait un certain ‘ouvrage en 12
jours: on demande comb:en 42 ouvriers mettraient de jours a faire le
méme ouvrage

Le temps employivi !'ura un oummtmtph!m que le
uumbu d'ouvriers est plus grand ; c'est-a-dive, que si le nombre des ou-
vriers demt double , triple , quadruple ; ou, en M.. un certain
nombre de fois plus grand, le temps qn'ﬂ;nettymt a exécuter la méme
quantité d'onvrage deviendra deux fois, . quatre fois moindre;
ou, en général, le méme nombre de fois plus petit. On dit par ce motif
que le nombre des j ]onrs de travail est en nuqm inverse du nombre des
ouvriers.

Le rapport des ouvriers estici marqn&phdsmbus 85 : 42; et ce-
lui des temps employés par 12 : x. Mais, d'aprés la remarque que l'on
vient de faire, I'un de ces rapports est l'inverse de Fautre ; il faut donc
que lordre des termes de l'un de ces rapports, du premier par exemple ,
soit interverti, et que les termes de la proportion soient posés de la ma-
niére saiyante :
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,ﬂxu axls 532

AT

Antre exemple d' 'ane regle de trois sunple inverse:

Troisiéme pruuml"“ Les difficultés d'exécation des deux oavrages, sont

entre elles comme 36 : 16; un onvrier a fait, dans un temps donné, 48
métres da premier ouvrage : combien.en fowa 31 Fusecond dans le méme
w’
““L'ouvrage exécute devant étre dantant plus considérable qne la dif-
ficulté est moins grande. les quantités d'ouvrage faites seront dans le
fawwwm seront dans le rapport de
10486

‘La quantité inconnpe x dll second onvngb m "Bﬂterminq par
la propo:l.lun :

- BT

16236 :: '-.r==——'--=i-—-=fﬂs

16

42:85:: 18

higlz de trois r;um. résolue p:;r' ler ﬁropmﬂon:. .

La regle de trois est dite composée, toutes les fois que son énoncé ren-
ferme plus de trois nombres connus. (La quantité de ce$ nombres est au
reste illimitée.)

Probléme. T2 ouvriers tﬂvi"“mt pendant 25 jours etﬂhmm chaque
jour, avec une force représentée par 'I’m.’-is méh'et d'ohi'rap on
demande la quantité de métres que feraient travaillant pen=<
WuMWMM parlenombre 11.

11 est évident que les quantités d'ouvrage doivent croitre et ‘diminuer
dans le rapport direct des ouvriers, des temps emplovés et des forces.
" Car deux fois plos d'hommes feront’ ummemenl deux fois plus Qou-

vrage; de méme, deux fois plus de temps ot une fm dnnble. produiront
un double effet.

On arrive an résultat par le moyen de quatre teglas db !mumluet
directes : la premiére relative anx ounvriers ; la deuxiéme aux m: la
troisiéme aux heures, et la qnu:éme ang fomes

lau voici pu-u dans lenr ordre:

L LT 83 B g
- > _ﬁ.u_.::lxix‘
0:7 o’ e

Telkepallswll v

P .'

Les termes de ces proportions étant lpnltlpllu pa;eordre 'l'm;m-ent
la proportion suivante, adaguele et an reste -ﬂmdw; le “plas mgle

raisonnement ;.

10.
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TEXEEXOXT ¢ SIHAIXTNAL 5 8K a )Xz X" - wXx X! .
Sopprimant les facteurs communs, il vient:
TEXEXO : 5IXADXHL 12 5I8 : 21,

: tB3XABXI1K548 35
i . o ZTT i et . g _

Ao SR T N T

La régle de trois composée pent étre en partie directe et en partie in-
verse.

Probléme. 99 ouvriers, pmdgm“_puu. dans un terrain dont la dureté
est comme 5, ont fait 244 metres : on demande combien 25 ouvriers,
pendant 11 jours, feraient de metres dans un terrain dont la dureté ne
serait que comme 2?7

Cette resla est directe velativement aux onyriers et aux temps; mais
elle est inverse relativement aux difficultés d'exécution.

On la résoudra en posant les trois régles de trois simples suivantes,
dont les deux premiéres sont directes et la troisieme est inverse.

20: 2 ::éé: x
b gl e e =t o Bt
Q52"

Multipliant les termes par ordre, il vient:

- 203K33CE : BIXAUNH : - AN + 1)/l

Et, en sapprimant les facteurs communs - 3
203<23X¢2 - IS ¢ : 24 : =V

251 H2E

= 352m,000.
0232

Doi =

Quel ques pr’obn‘émn relatifs « des partages non proportionnels.
o

5. Pmier probléme. Par e 740 en denx parties telles, que
la premiére surpasse la seconde

Solution, Puisque la premiére partie surpasse la de de 63 unites,
| ¢ nombre 749 se compose du double de la seconde partie, plug 63,

Dong, si je retranche 63 de 749, le reste, qui est 680, sera égal au double
de la seconde partie. _

Done cette partie serala moitié de 686 on 343. La premiére partie est
donc 343 4 63=406.

Virification. La somme des.denx par(ies est égale a 749, et lear dif-
férence est égale 2 03,

Deuxiéme problime. Une personme fait ainsi le partage de son “bien :
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2
elle donne & son fils les‘; dﬂa- snccession, & sa fille Ie;-eti SON. neven

le- Le reste, qmnmnom&.ma,mhﬂuaupﬂméela

commune. _Ondmmde quelle était la force de la succession et combien
ont eu le fils, la fille ct le neveu?

Solution. Pcnronnnal‘mhparheh sa fortune que cette personne a
lnissée & son fils, a sa fille et & son neveu, il saffit d'additionner Mms
2 1 1
h-ucnons-, et

Ces fractions, rédlmu an mémn dénnmmhteur. deviennent —. .

105 105

etm..m hmﬂ&m.

Done la somme de 10325 fr. 00 ¢, laissée aux pauvres, est égale a

toute la succession replvbenlae dans la circonstanice v s 108 moim -:T:
13
105 g E
fr.
Dote -1 de Vhéritage vaup- -0, &

103251, 00 X 105

Done la mwm.p_;Tﬁ_

ou i 83401150, i

La part dn-ﬁbeﬂbﬂclﬂ -lk eette somme == 33360 fr. 60 c.; celle
de la fille est la de la méme somme = 27800 fr. Sll c.: odle dil_leven

le !- de lllnlme somme =41914 fr. 50 c. I

Pérification. En mnuummammhm
de 10325 fr. 00 c. laissée aux pauvres, mmvemwmlfr.lﬂ&
ou la succession entiére. =

Troisieme probléme. Un fermier fait ainsi le partage de sa récolte : un
quart pour la consommation de sa famille, un vingtiéme pour les se-
mailles de I'année suivante, deux cinquiémes pour payer le propriétaire,
lin septiéme poltieperoeptnr il vend ensuite le l'un]:rollrenpllw
le prix a la caisse d'épargne. Ce reste procure Ja somme de 2134 fr.

On demande quelle était la valeur de larécolte entiére et quel est le
prix de la ferme?

e alal g aial
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1 |
Solusion. qumnna les qnme l’uctim 1 @ _;, 7
o35 07, 50 20

llﬂ Ilﬂ I.MI fTy

118
Lmrumme est egnhc Ty

Donc 1 somme do 2434 fr., prix du reste de la récolte, est égalé a

%o 118 22 g toes e SR ’
m-,—mmtﬁ.hmﬂehm_m ‘__S'" o Doune la ré-
colte entiére est é;al’e a bl S 13580 fr.

ﬁmh de cette somme, on mﬂm fr. poug prix
du fermage.

i’:’n_'ﬁedio‘;. S o LT 1 .'i_'_'.f._::,.i;'t.-"_-' s == Wi,
S — 1 -
‘ - h—’-—o_ 679
: ¥og Y, e e
‘. Les o= 5iv2 -
¥ <
Le = 1940
La quantité vendie a produit, . 2134
13580 fr.

_ Partoges Froporﬂamda.ou rcgh dc amdii.

‘uglednpanagepmporumi (fondée sur le principeque, dans
une suile de rapports égaux, la somme de tous les mmﬂmm a celle
de tons les conséquents comme un antécédent quelconque est i son anté-
ddmlmmh nom de régle de société, parce qu'elle sext le plus souvent,
dans I'usage, a partager le profit ou la perte qui mnlm d'une association
commerciale,

On appelle mise le capital pour lequel ch&que intéressé est fondé dans
la spéculation, 3
La régle de M est .muﬂc on mpma: simple, lcmque toute; les
mises sont faites pour le meme temps : eomposées, si elles sont faites pour
des temps différcats. -
Rigle de société simpile.

Trois négociants se sont réunis en société pour un temps q 1
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La mise du premier est de 15000 fr ; celle du denxieme est de 11600 fr ,
etcel!ednmuﬂmaeltdeﬂﬂ”!r Fin

Le profit résultant de. lq spﬁcnlam est 11508 (. Comhm mmd a
chacan d'enx?

* De I'énoncé méme de ld qllﬁhon reslllt.e la suite de rlﬂlwh ‘lﬂl&
15000 fr. : premiére partie de 17503 fr. :: 11600 fr. : deuxiéme partie de
17508 fr. ¢ : 10500 fr. : troisiéme partié de 17503 fr.

Mé‘isnoo fr 411700 fr. 4 10500 fr., somme du trois mms pre-
miére 4 deuxiéme + troisiéme pattie de 17508 fr., ou & ce nmhre Tui-
méme :: 15000 fr. : premiere ptrhe - 11000 l‘i‘ :deuxiéme plrtw: £ 10500 fr.

::;mmém‘ﬂme
15000 fr. 4- 11600 fr. +m =406100 fr.

Eepiésrnwn! pac x la valear de la premiére partie, par y la valeur de
“la seconde, €t par = celle de la troisiéme, WWWWDW
tions saivantes :
: . 46100 fr. « 17508 fr. : 15000 fr. : = fr.
46100 fr. - 17503 fr, :: 11600 fr. : y fr.
46100 fr. - n.ses fr. = 10500 !'r 1z fr.

Béolvant cllneune de ces trois. proportions, on obtient pour la valear
dg:- de y et de z; les tmnmhbtmfr 1te 1:: MUI fr. !‘I c. i

R e . R 401

et 7403 fr. 65 ¢c. b ‘W ynmon procurent le nombre a

. partager 17508 fr . ce qui prouve que tous 165 SRTERIY ORE SRkt eac-
_tement. i

ftégle de soﬂé.te mmpa;& o~ yen

!0 Tmmapum]atemse sont réunis en societe. Le pmmit; amis 2700 fr,
pendant 2 an.s 5 le deuxieme 4000 fr. pendnnl 17 mois, et le troisiéme

§310 fr pendant 8 mois seulement.

n ug;t de partager entre eux la somde dé 7004 fr., prupmhonneile-
ment a lears mises rupeet:rﬂ et anx différents temps q qn - ces mises sont
restdes dans la sociéteé.

Or, il est évident que 2700 fr. pendant 2 ms 5 pendanl. 30 mois,

rapportent le méme profit que 30 fois 2700 fr. G'n 81 000‘_& pendant un
seal mois;

Que #000 fr. pendant 17 mois rapportent le méme bénéfice que 17 fois
4000 fr. ou 68000 fr. pendant un mois;

Que 4310 fr. pendant § mois procurent aussi fe méme profit que 8 fois
4310 Ir. ou 34480 fr. pendant un mois.

A
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Ainsi, un raisounement toat a fait simple conduit a maltiplier chaque
mise par le temps qui lui correspond. Par ce mayen lepéﬂﬁon deyient
facile et.s'achéve comme ci-dessus.

En faisant tous les calculs, on trouvera qne les sommes revenant aux
trois spéculateurs sont s

- 3002 fr. 02 c., 2505 fr. 77 ¢., et 1316 fr. 21 c.
Résolvons maintenant une question qui parait présenter plus de diffi-

" caltés.

Trdilpéullum se réunissent en société pour 4 ans 9 mois, pu 57
mois. Le premier fait d'abord une mise de 21000 fr., un an ou 12 mois
aprés, il en !ut une mnde de 15000 fr.; le denxiéme, 16 mois apre! le
‘somme de 25000 fr.,
mois aprés avoir fait ce versement, il retire 6000 fr.; enfin, Te mnn&mc
fait, dés le commencement, une mise de 3,000 fr_ qui demeure dans la
société tout le temps de sa durée.

Partager entre eux la somme m»!:»..ﬂ-ﬁ-nh tontes ces cir-
constances. N

Voici le nmmam

Les 21000 fr. mis d'abord par le premier négociant sont restés 57- mois
dans I société, et les 15000 fr. qu'il a mis 12 mois aprés i’y sont restés
que 45 mois. Ces deux mises donnent le méme bénéfice que 57 fois
21000 fr. -+ 45 fois 15000 fr. ou 1872000 fr. pendant un seul maois.

Le second négociant a mis 25000 fr. qui sont restés 9 mois dans la so-
ciété; il a ensuite retiré 6000 fr., et le reste 25000 fr.—6000 fr.=19000 fr.
n'a été dans la société que 57 — 16 —0 oa 32 mois Ces deux sommes doi-
vent done rapporter autant de profit que 25000 fr. > 9 +- 19000 fr. > 32 ou
1441000 fr _pendant un mois.

Enfin, les 43,000 fr, du troisiéme spéculateny étant restés pendant 57
miois dans la société, rapportent autant que 43000 fr. X 57 ou 2451000 fr.
pendant un mois.

Il ne s'agit done plus que de partager le bénéfice qui est amno fr., en
se conformant & ce qui a été dit, en parties 'prgmmnnellu aux trois
mises ramenées a la méme unité de temps.

En faisant toutes les opérations, on trouvera qml revient :

Au premier 11601 fr. 88 c ;

Au deuxiéme 9000 fr. 00 c.,

Et au troisieme 15308 fr. ﬂ PR

REGLE D'INTERET.

57. On appelle intérét ce que rapporte une somme placée pendant un
certain temps a un taux convenu. On appelle taux la somme que rappor-
tent 100 fr. au bout d'une année.
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Premier exemple. T40 fr. sont placés pendant un an 4 6 pour 100. On de-

mande quel est intérét que rapporteront les 740 fr, Voiei comment on rai-
sonne: 100 fr., au bout d'un an, rapportent 6 . j combien rapportent 740 fr ?
1 fr. rapporte ﬂlﬂn moins qnuoo fr., c'est-ii-dire tgo'
Sy 0740

100 ’

740 . 1 ﬂp'pomhmt 740 fois plus que 1 fr., c'est-a-dire

&tdmﬂiﬁnnt.on*i%:“ fr. 40 cent.; : :

Donc 740 fr., placés pendant 1 an & 6 pour 100, rapporteront 4 fr. 50 c.

11 ne faut pas ignorer que dans toutes les regles d'intérét, soit dans la
langue, soit dans le commerce, le mois est regardé comme composé de
30 jours, et , par conséquent , I'année de 360 jours.

Souud:m,‘: Une somme de 6480 fr. a été phr.eepchantSm,
2 mois et 7 jours, et a rapporté 958 fr. On demande le tanx de lintdrét.

6480 fr. rapportant 048 fr. pendant 3 ans, 2 mois et 7 jours,

98
! fr. rapportera 0480 fois moins ou coor.

i fr., en sm, 2 mois et 7 jours ou 1147, rapporte done, comme nous

venons de le dire, :‘%

e Ty, e R TN
En I jour, 1 fr, w“‘ﬂlﬂx“ﬂ"

00 .
100 fr., au bout de m_lam-s,_ Mmmt 1T

G&Qtdoncle l.an: de 100 fr. pendnntl an, et clest ce I[Illl nous fal-
fait chercher.

Maintenant , simplifions : =

158 1 Bcindd
04834360100 __m 15800 | 3441

BAB0NCIIET 3441 20360 | 4,50
72, 31350
. S .

& fr..59 cent. est le tanx.

REGLE D'ESCOMPTE.

58. L'escompte est la retenue que Lon fait sur la valeur d'un billet
payable aprés un certain temps, lorsquon veut toucher ce billet avant
son échéance.

Dans un billet, 1l,ulu: valeurs : la valear nominale, qmat la
valeur inscrite dans le billet, et la valeur actuelle, ou la valeur inscrite

>
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dammlé; de ses intéréts, autrement ditla somme que l'on doit prendre
avant V'échéance du billet. .

Tl'y a deux escomptes : I'escompte en dehors, qui est Fintérét de la va-
lenr nominale, et I'escompte en dedans, qui est I'intérét de la valeur ac-
tuelle. Ainsi, l{jti un billet de 100 fr, placés & 6 pour cent, payable dans
un an, et que je veuille toucher l'argent de suite, on me donnera 94 fr.,
et clest l'escompte en dehors. Si j'ai un billet de 106 fr a 6 p. 100, paya-
ble dans un au, et que jé veaille en toucher la valear avant son échéance,
on me donnera 100 fr. : cest Iescompte en dedans, 106 fr., valeur in-
scrite dans le billet, est la valeur nominale, et 100 fr., somme que l'
doit toucher, est 1a valear actuelle (1).

Probléme. On veut escompter un billet de 5460 fr., payable au bout
de 5 mois et 7 jours, le taux étanta 6 p. 100, et Vescompte en dehors.

D'apreés la déﬁniﬂun. il fant que je prenne Pintérét de la valeur no-
minale.

3 almﬁamﬁ-.u‘hout
d'un an, rnpporlm: 6 fr.;an boutd I.n]onr. i]smpporlent --—. t fr., au

hﬂtdm rapporters. m an bout d% 157 Jm.m (5 mois,

G157
- . ’- s -
Jjours=157), il rapportera 3005100 5400 fr.. aw bout de lﬂjpms. rap
 BX157C5460 > -
xR~ 15701
Simplifions = BXC15T5¢540 7:(0 = 14287 divisé par 100 =142,87.

142 fr, 87 cent. sont les intéréts ou bout de 157 jours. Retranchous
cette somme de 3400, nous anrons la valeur actuelle. ;

uw,.g

5317, 13

(1) Comme il pourrait arriver que Von oublidt ce que dasu que l'sscomple en
dedans et en dehors; on fait un &Hﬂn qui, su moyen des qualre initiales des
mots nominal, actuel , debors, dedans, rappelle trés-bien ce gue c'est que chacun
de ces escomples : ,

nominale,

Escompte [ —intérét de la valeur {.mu&

Ainsi, oo eerit dans leur oﬂlrenamml.; A, D, H, N
Onie mis H au lieu de D pozr roprésenter e mot dehors, parce qu'on aurait pu
confondre avec dedans. Ce tablean étant fait, on prend de chaque o0lé les deux
lettres qui sont les plus rapprochies , on a d'un coté AD et de l'autre HN , ce qui
rappelle que l'escompte en dedans est Vintérét de la valeor acluelle, et que
Fescompte en dehors est lintérét de la valeur nominale.

dedm
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- La valeur que l'on ﬂm toucher avant Uéchiéance du billet est done
5347 fr. 13 cent. o

Problime. 1500 it-,pl)mblu an bout des mou, 12 _]G'I."!. a1 p 100, l'es-
compte ehnt mm. on veat étﬂ‘pnyé avant 'échéance du billet,

Il faut chercher quel est le billet payable au bout de L2 ~mois, 12 jours
on jbl qn.i vaut 100 fr. actuellement.

100 f un an, rapportent 7 fr. ; 100 fr., an ]xmt d’anjour, rap-

-r 252
pm‘hﬂf—- an bout de 252 jours, 100 fr. rappuﬂént —-—-—- 1 fr. rap-

300"
730259 -
porte donc, au bout de2s2 j Jouts, 100 Maintenant 7400 fr., au bout

du méme tewps, porten %—.\.m -

5 3 ISCITE0 403740 30554
Bt m..‘xx _ o 055

k o
2400, 00
365, 5&
T0045, 40.

7094 46 enth somme qu: revient am porteur du billet.

Problime. Un billet de 6500 fr. , escompté en dehors a6 p. 100, a donne
pour escompte T38 fr. 24 cent. On demande an bout de quel temps la va-
leur totale serait payable.

100 fr., an bout d'unan, rpportent 6 fr; 1 fr., au bout d'an an, rap-

6 s 60800
poste m;m fr., an bout d'un an, rapportent T Simpli-

) : - 5
fi ons les fractions : ): — =008 =848

Autant de fois 348 sera contena dans 788,26, autant il y aara de
temps.
?amns les dwlﬁcmsde 798,24 ¢ 334 ou de 73834 par 384600

4 73824 38400
’ 3542 | 1a,1im 2j.
i 12 ;
TORIS
35426
425088
41088
2088
© 30
806,40
3840
En 738,24 combien de fois 3867 l,ly va une fois et il reste 354,24 ; si je
muluplte ce nombre pae 12, et que je divise par 38§, j'aurai au quotient le
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nombre de mois; si je multiplie le reste 2688 par 30, et que je divise par
484, j'aurai le nombre de jours; le temps est done 1 an, 11 mois, 2 jours.

Higle d'alliage et de mélange.

59. Un marchand de vin achéte 54 litres de vin a 0,00 c. le litre; il y
a mélangé 6 litres d'ean. On demande quel sera le prix du litre du mé-
lange , admettant que I'eau ne coiite rien.

11 faut voir combienil y a de litres en tout, et diviser la dépense faite
par le nombre de litres.

5% 1. a 0 fr. 60 c. coltent, 0, 60X 54.
54 - 6 =00,

1 litre WQWJHTF— =0, 5.

Ainsi, le prix du litre du mélange est deo. 5(.

Supy qu'on p deux espéces de vin et qu'on les mélange , et
quon demande a combien revient le litre du mélange.

Unmalmnmmn. 75 c. le litre avec 15 litres coitant 0,
84 c. lelitre. On demande le prix d'un litre du mélange.

Les 28 litres ont couté 0, 76> 28: les 15 litres ont cotté 0, B4X13;
les 43 litres du méhngs cotiteront 0,843 15 -0,755¢28; 0,75 % 28=21,00;
UBEX15=12,00; 12 f. 60 21 {,=33,60; les 43 coiitent donc 33 160 un

f.
litre codite 43 fois moins ou ?i;;—o;
33,60 i3
50 | 0,78

Le litre du mélange vaut donc 0,78 a pen prés.

§'il y avait trois sortes de vin , on ferait la méme chose.

Dans les ouvrages d'orféyrerie, l'or et l'argent n'offrant pas assez de fu-
cilité pour étre travaillés, on a mélangé chacun de ces deux métaux avec
du cuiyre.

Le nombre gui exprime combien de parties d’angent ou d‘ar entrent
dans un alliage, s'appelle titre. Ainsi, lorsque I'on a un lingot de -’9—0
, e e
d'argent pur, on dit T de tm,ﬁ est le titre.

Un lingot a %—de fin, lorsqu'il a 9 parties d'argent pur et 1 de
cuivre.
Probléme, Combien faut-il ajonter de caivre a 15 kilogrammes d'argent

pour avoir un alliage a 7 de fin? Voici comment on raisonne ¢
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Pour nnhlngrlmmsdullifge. ilyar lﬂogrmmesdnrgem pour 14
kilogrammes d'alliage, il y n_ﬂ.mﬁg d'ﬂrgept. et pour 1 kilogramme
d'argent il y a 3—‘- dalliage; donc, pour 15 kilogfamq d'argent, il fau-

% !5ﬁ3'—— l:ett —di’ 16)(!5"'!0

_.!3-'- . Ainsi ily a un n'lllage
@98 Kilog. + 5-" :

Retranchons 15 de .99"1. on a 8 kilog. et 1. qui representent la par-
tie du omvm qu'il faut ajouter a 15 kilog. chrgmt pur pour avoir un al-

lu.gede“daiin.

Probléme, On a un lingot a 0,75 de fin, on en a un second a 0,83 de
fin; je voudrais faire un mélange de ces deux lingots pour faire 482 kilo-
grammes & 0,78 de fin.

Si je prends un kilog.du premier, qlumaﬂ 75 dehn,punrunutao,‘fs
Je gagpe 0,03.

Mais si je prends 1 kll.dusemﬁgnlsdcﬁn,ppudsﬂ,os

Pour ne gagner que 0,01, il faudrait que je prisse - 3 h premier.

!’anrneperﬂwqueﬂ.ﬂ il ‘iamlrnt qmﬂm 5 l.luncmr ’-]- T
ou ﬁ d'alliage, il t'aul. prendre 5 du premier;

» - 15

Pour prendre 15 fois plus d'alliage, c'est-a-dire pour 8, il faut prendre 3

5

3xs’

Pour $32; on prend §32 fois plus, c'est-a-dire
Simplifions ;

Et pour un kilog., il ne faut prendre que

15432
3x8

15 3¢ 432

== =
7 52X 54=270.

Il faut prendre 270 kilog. da premier lingot En retranchant 270 kilog.
de £33, je trouve 162, qui est le nombre de kilog. qu'il fant prendre du
second lingot.

Pour voir si nous ne noas sommes pas trompés, nous allons faire
la preuve.

2703¢0,75 donne 202,50 de fin.

1623¢0,83 de fin donne 136,46 de fin. Or 202,50 de fini 4- 136,66 de
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fin = 336,08 de fin, en divisant 330,96 par 432, nous devons trouver
0,78. i

386,00 | 432
3450 | 0,78

Probléme, On a un lingot & 0,83 de fin, et un second a 0,92 delin;
on veat faire avec les deux premiers un troisiéme lingot de 654 kilog. a
0.86 de fin. §i je prends un kilog. du premier, je gagne 0,03 ; si je'prends

- -~ 1
un kilog. du second, je perds 0,06 ; pour gagner 0,01, je ptndl_a du
second,

Pour un demi-kilog., w.iﬁﬁxm';rwg * pout 056 kilog.,

0ad
on aura 2X;_ =446 kilog., on a 4306 kilog. a prendre du premier
'lmgoi s f
Retranchant $30 de 05§, mlﬂimﬁi-' idre sur @mml lingot
Virification. 300,83 = 361,85, rre—
'“)Cﬂ 02 = 200,50. :
Mais 301,88 - 200,56 = 562,44, - :
Divisant 562,44 par 034, on troave 0,80. e
502,64 | 056
39,24 | 0,80
0,00.
Progressions par différence.

60. Premier problime. Une personne paye & une autre nne somme incon-
nue, en 28 payements, dont le premier est de 5 francs, et qui se sur-
passent tous de 4 franes : on mm;'w de ces paye-
ments? 2* quelle est la somme de tous ces payements?

On connait ici le premier terme, la diflérence commune et le nombre
des termes; or, ces donndes sont dmm pour trouver le der-
nier terme. Ce dernier terme en effét, d'aprés la nature de la progres-
sion, n'est antre chose que le premier terme, augmenté de la différence
commune répétée 27 fois, c'est-a-dire antant de fois qu'il y a de termes
avant le dernier, .

y Caloul.
27, nombre des termes qui précedent le dernier.
4, différence commune.
108
3, premier terme.

113, dernier terme.
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Les données sont suffisantes aussi pour tronver la somme de tons les
termes. En effet | on sait maintenant que le dernier terme est 113, Or, la
somme de tous les termes est égale a la somie du premier et du dernier
termes, multipliée par la moitié du nombre des termes.
P e .

5, premier terme.
113, dernier terme.

o 11m8 -
; .Fhfmnﬂmhm
118 y
. - _nvu‘umvﬁnﬂmkﬂ ——

o A5, somume de tous les termes.

SM problime. Une somme de 1652 francs a été payée en phﬂﬁwu
payements qui se surpassaient tous également, Le premier payement a été
de 5 francs, et le dernier de 113 francs. On demande : 1% quel ‘4 été le
nombre des payements? 2° q?"e élait la difiérence commune de ces
payements ?

On connait ici le premier terme, le dernier et la somme de tous les ter-
mes; or, ces donnees suffisent pour ealculer le nombre des termes. En
effet, la somme de tous les termes d'une progression par différence , est
égale a la somme du premier et du dernier termes, maltipliée par la
moitié du nombre ‘divise la somme de tous les
termes qui est égale i 1052 par 18, somme du premice et da deriiier, le
Mﬁ un nombre égal i la moitié du nombre des termes. En’dou-
blant ce quotient, on aura done le nombre de tous les termes.

' . Calenl. . '

Somme de tous les termes 1652 | 118, somme-da premier et du dernier.
T 472 [ 14, moitié da nombre des termes.
n > -d o . -3 - -

Donc le nombre total des termes est 14 }(2 =28. 4

Ces données suflisent aussi pour calculer la différence commune. En ef-
fet, si du dernier terme 118 on ote le premier termé qui est 5, le reste
108 qu'on obtient , est la différence commune répétée autant de fois qu'il
y a eu de payements faits avant le dernier. Or, on vient de trouver que
le nombre total des termes ou dayqemunts est égal @ 28; donc, sion
divise par 27 le nombre 108, le quotient exprimera la différence commune
des payements.

Caleul,

108 | 87
0| &, différence des payements.
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Progressions par quotients.

61. Premier probléme. Une personne fait quatre payements pours'acquitter
d'une dette. Le premier payement est de 15 francs, et le dernier de 405 fr.;
tous ces payements offrent des sommes qui contiennent la précédente le
méme nombre de fois. On demande quel est le nombre de fois qne ces

. sommes se contiennent ?

Puisque le dernier terme d'une progression par quotient n'est autre
chose que le premier terme multiplié par la raison autant de fois facteur
quil y a de termes avant lui, et qu'il y a eu & payements , le deruier
payement est dgal au premier. multiplié par la troisiéme puissance du
nombre de fois que chagque payement contient le précédent.

On dait done diviser le dernier payement par le premier. Le quotient
exprimera le nombre de fois que chaque payement contient celui qui le
précede, élevé @ la troisibme puissance ou pris trois fois facteur. Donc
pour obtenir ce nombre de fois, il fandra extraire la racine cubique du
quotient.

Caleul.

Dermer payement $05 lb. mmm
105 | T cube du nombre de fois. que chaque paye-
0 ment contient le précédent.

La racine cabique de 27 est 3; donc chaque payement contient le pre-
cédent trois fois.

HBemarque. Toute progression par quotient, décroissante a linfini, a
nécessairement 0 pour limite de son décroissement. Une progression de
cette espece, quand on 'écrira dans un sens inverse, commencera donc
par 0. Cela étant, la somme de tous les termes de ces sortes de progres-
sions, s'obtiendra en multipliant le dernier terme par la raison , et divi-
sant le produit par la raison diminuée d'une unité.

Lxemple, Quelle est la somme de tous les termes d'une progression

par guotient , déeroissante i l'infini, dont la raison est 5 et le dernier
t.erme 172, 2

En renversant cette progression, son premier terme pourra étre consi-

déré comme 0. La somme de tous les termes sera done égale a ":<5=

s lll- 2,85
‘= 2-: ¥ 5

i
H résulte de la que la somme de toutes les puissances de la fu:twn;

qui forment une progression par quotient, décroissante a l'infini, dont

1 t2, 1)(’_1__‘_
A raison es Dl a0
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Que la somme de mmls punnnm lle , formantune progression

l)(’ e 1
mmnl.mq_ﬁﬁ; duntl.nm.&nn uts, ’x’=5._§;
Que hm&qtonmlu pmneudb formant aussi une pro-
gression décroissante  Iinfini, dnnllﬂaﬂnﬂl l_>§4=.“_l_
e ._._:,.- . ST i Tt

Qnehmwmlupmﬁahmsd‘nn 1-='-; que celle de tou-

ml&pumncelde —-Lmdesnl.e

SR e ey

Second mrm personne paye a uncautre une somme inconmue ,
en quatre payements, dont chacun des trois derniers contient le précédent
trois fois; le premier payement est de 13 franes ; on demande : 1%.quel est
le dernier payement ? l-qulleﬂﬂtm quatre payements ?

Ces donngées sont d'abord suffisantes pour calculer le dernier payement.
En effet, ce dernier payement, d'apres la nature de la progression , n'est
autre chose que le ptumef payement mulhpliu par une poissance de 3
qu'indique le nombre de payements qui précédent le dernier. Cette puis-
mmmhmwm puisqu'il y a en tout quatre payements.

Cnlcul

: 'ﬁa-.mmm-; St
27, troisiéme puissance de 3.

. d=n r T——

105
30

405, dernier payement. ®
Cadommnﬁamtampouukqhthwmuqmprh
quatre payements. En effet, on obtientla somme de tous les termes d'une

_progression par quotient, en multipliant le dernier terme par la raison,
vetranchant le premier terme du produit, et divisant le veste par la vai-
son diminuée d'une unité.

C?kul.
405, dernier terme ou dernier payement.
3, raison.
1245

15, premier terme ou premier payement.
1200 |2, raison, diminuée d'une unité.
000 | 600, somme de tous les payements.
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62. Une somme est placée & intéréts composés, lorsque, au bont dune
période de temps déterminée (cette période est communément une année
ou une demi-année), l'intérét s'ajoute au capital pour produire, concur~
remment avec lui, des intéréts pendant la période ou les périodes sui-
vantes.

Question. On demande ce que {leuent. an bout de § ans, une somme
de 56780 fr., piacée a intéréts composés, i raison de & pour 100 par an ?

100 fr. pendant un an rapportent § fr. d'intérét; done, 1 fe._rapportera

— =0 fr. 04 c.
100

Un franc vaut done, au bout le an, 1 fro 06,

Conséquemment, une somme quelconque, 8700 fr. par exemple, vaut
au bout de Vanuée, 8700 fr. <1 fr. 0b e = T e o

La valeur d'un capital placé pour une année, a & puu 100. sobtient
donc en multipliant ce capital par l-fr. 04 o

Or, ici le capital plll:& au commen it

501'89 fl’
de ce gapital, i lannee.estdoncbuugg X A fr. 04 c.

Le ¢apital placé au commencement de la deuxiéme année, est consé-
quemment 50788 fr. > 1 fr. Qc. e

Done, ce capital, au boat de cette denxinme annéa vaut 56700 fr.
1fr. 08¢ X1 fr. 04 c.

Ou 56780 fr. X (1,042

Par la méme raison, £ valeur, an hpm. de 3 ans, st 56780 fr. M A.08)*
> 1,08,

Ou 56789 fr. 3 (1,080,

Et, au bout de la quatrieme aunée, elle est 56780 fr. > (1,06 2 1,04
oum%fr (1,08 S asas s i

'Qp alise facilement.

Le calcal serait assez long p'tr Tes mu} ens otﬂman‘es

h%mant aux lngan!hmus. on nmve prnm

En effet, si I'on représenite par =
triéme année, on aura Véquation suivante -

log z=log. 56789 -+ & log. 1.0

Or, log 56789==4,7542042
: ilog 1,06=0,008133¢

it au résultat.

Done log x =#,8223070

Cherché dans la table, les logarithme §,8223076 se trouve devant le
nombre 66435. Done, au bout de la quatriéme année, le capital 56789 fr.
est devenu 00435 fr
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Deuziéme question Que ~vaudra, au bout de 3 ans 1 ~un capital de
6543 fr, dont les mnéaih se capilalisent l!e 6 moks en 8 mois, a raison
de 2 fr. 75 ¢. par giuode de 6 mois?

Le raisonnement précédent fournit le type de calenl suivant. Eu vepac-
mtfﬂll pr.rhvnlem-dn uptal an Imnlées': pé;mi.;sdcq
& 4 = 6568 (1,0275)". ; :
e  x=log 6543 -+ 7. loz 1,0275. .

log 6548 = 3 8157760
7 log 1,0276 = 0,0824726

log « = 3,8082405
a = 7941 fr. + une fraction.

Regle d' escompte composé. -

03, Question. Quel capital fant -1l placer anjourd’hui @ intéréts com-
posés, a raison de 5 fr. 50 c. pour 100 par an, ﬂllr’uvm. au ﬁout de
O ans, une somme de 20786 (r.? . e

Cette question est linverse aespréeeams wu lien done de multi-
plier par (1,055)* le capital qu'on vent ayoir au Lout de 0 aps, il faut, au
mntralre, dwmr ce upml plr (l .055" Le quo&nthdxqm

nenvlémc année, le cnpuﬂ vonlll. qﬁ!" :
Représeutons par a le upll-tl qm.l faut plamr actuellement :

- ety PR e DhbbrABE o
Nous aurons : * = =
Voici le type da caleal par le moyen des logn-u:hmu e ‘ﬁ’ﬁ
log x=Ilog 20786 — 4 log 1,055 .
log 20,780 = §.4740122 = b et

0 log 1,055=0 2002735
log x = §,2007307
a=18300 fr. 70 c.

Remargue. La question ci-dessas eit pu étre Somnhcﬂa la maniére
suivaute ; Quelle somme faut.il payer actnellement pour se libérer, en
tenant compte des intéréts composés, du capital 20786 fr., qui n'est exi-
gible qu'au bout de 0 ans?

En conséquence, latypcn-duna. mkmﬁmmvm
quand il y a des fractions de temps, est applicable a la solution de tontes

11

e ol L =

L g piph i
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: les ques_tions d'escompte composé. C'est pour cela que nons avons intitulé
I cet article fegle d'escompte composé,

I -

f Annuités,

I 65, On a déjia dit que lannoité est lacquittement d'une dette par des
| payements égaux faits dannée en aunée. Mais, comme celui qui se libére
¥ ainsi tient necessairement compte su eréancier des intéréts coniposés de

toute lu partie de la sonme qui reste due aprés chaque payement.égal,
cessovtes de régles, d'ailleurs fort intéressantes, présentent d’assez grandes
difficaltes a Varithméticien On ne s'en occupera done d'one maniére spé-
ciale que dans le traité d'algéhre.

Rucines par ﬂpp‘m a laide des Jogarithmes.

65, Ll peut se présenter trois cas: le nombre proposé peut &tre un nom-
bre entier, nn nombre iractionnaire, ou une fraction.
Premier cas. S'agit-il d'un nombre ﬂnbeﬂ Vopération est trés-facile et
trés-comrte.. . o Somote sl Ao
- Om cherche le logarithme du nombre dont on veut avoir la racine par
approximation , et lon divise ce logarithnie par Findice de la racine. On
cherche ensuite parmi les logarithmes le quotient obtenu , en augmentant
sa_caractéristique d'une unité, si I'on veut obtenir la racine a 0,1 prés:
de deux unités, si on’veut l'avoir a 0,01 prés: de trois unités, si on vent
la caleuler a 0,001 prés; ainsi de suite,
Lxemple Queile est la racine sixiéme de 35, a moins d'un milliéme
d'unité pres?
Le loguri!.hme de@best. .. ... 1,397040
Le = de ce logarithme est. . . . . 0,232000.

Ce sixiéme, ehﬂl:he dans la table avec une caractéristique plus forte
de trois unités, tombe entre les logarithmes de 1709 et 1710. Si on divise
chacun de ces nombres par 1000, on obtient les guotients 1,700 et 1,710,
qui different I'un de l'autre d'un millieme; done la racine carrée de 25,
qui est comprise entre ces deux quotients, differe de chacun d'eux de
moins d'un milliéme.

Deusiéme cas. Quand il sagit d'un nombre fractionnaire, on retran-
che le logarithme du dénominatear de celui du numératenr; ensuite on
divise le reste par lindice de la racine ; enfin, aprés avoir angmenté la
caractéristique du quotient obtenu d'une, de denx ou de trois unites,
suivant le cas, on cherche ce quotient dans la table.

Les deux logarithmes entre lesquels tombe ce quotient, ainsi modifié,
sont eceux des nombres, divisés par 10, par 100 ou par 1000, entre lesquels
vst comprise la racine que 'on cherche.
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Premier exemple. Quelle est, & mioins d'un milliéme prés, la racine

510
ﬁepuéma&a-ﬁi e

l.:_:‘?ithmedeﬂ.., R - L | e
Logarithmede #1. . . .. . ... 1044303
Excés de I'un sur l'antre. . . . . . 1,0737175
Septiéme de cet exeés. . . . . . . 0,230111

Ce septiéme cherché dans la table ayec une caractéristique plus forte
dé trois.unités , tombe entre Tes logarithmes 3,230040 et B,Q.Sg:ﬂﬂ qui
correspondent sux nombres 1734 et 1735. La racine cherchée est donc
comprise entre les nombres lJJ{ €t 4,735 qui différent entre cux dlm
milliéme. Cette rau.ne qd: done caleulée & moins d'un millieme d'unité
Pl'éﬁ e . : '.

La table de Callet eit permis de calculer immédiatement, & moins
d'un dix-milliéme d'unité prés, 'la racive septiéme da nombre fraction-

B0
naire —o. : =
Deuxiéme exemple. Quelle est, i mioins d'un centiéme prés . la racine
cubique d_efn!%?
" On mduinit d'ahoril Iés 31 lmitﬁm. se| ___ ,_.ne qm memtle
nombre fnchonm?n{‘-‘v s -~ TR s

R Bt

On achéverait enmxcl'npénm camiue dans I’

Troisieme cas. §'il sagit d'une fraction, on reiranche I exces. d&m
vithme du dénominateur sur celui du numérateur, dautant de fois dix
unités quil y a d'unités dans lindice de la racine. Le reste de cette
soustraction, divisé par lindice de la racine, est le mplameng&n]o‘l.
rithme de la racine cherchée ; cest-a-dire, que sa racine doit étre consi-
dérée comme. étant trop forte de dix unités; et que, conséquemment, si
I'on avait des tables assex étendues pour que ce logarithme s’y truuvit. il
fandrait diviser le nombre correspondant par 10,000,000,000. Mais,
comme les tables ordinaires ne vont que jusqua 10,000, et que les plus
étendaes ne dépassent pas 100,000, on retranche six unités ou cing unités
de la caractéristique de ce logarithme. On cherche le teste dans la table,,
et on divise le nombre correspondant sealement pae 10,000 ou par
100,000, suivant qu'on a retranché six unités ou cing unités de la carac-
téristique;; cest-a-dire qu'on le fait exprimer des dix-milliémes ou des
cent-milliemes.

Exemple. Quel ut. a moins d'un millnm dlnné prés, la racine cu-

bique de la fraction —-T > i
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: Calcul.
Ledogaeithma-de 208E. ., = o e 1,278754
Eolk 08 o0l i e s o T e e ety o 1,413043
Exceés de Pun sur Vautre. . . . ... .. LD 0104811,
3 YR e 7 ¢ R e S == so.nonouu
Je retrafiohenti & - «.oov . ok 0164811
Leveste ost. s . . . .. .. - . 20835180
Dont le 3 O o= o) e T 0,085003

Ce tiers, cherché dans la table de Lalande avec 8 pour cavactéristique ,
tombe entre. lwhgﬁthms de 8811 et 8812.

- ..

La racine cubique cle tombedﬂncﬂlﬂl 08811 et 0,8812.

La table de Callet, qlu contient les logarithmes des nombres jusqu’a
100,000, permettiait de chercher une décimale tle plus, et d'obtenir ainsi
immédiatement la racine cnliiilue de -:% , amoinsd un cent-millieme d'u-
nité prés.

Oliservation. S'il arrive que lindice de la racine soit un diviseur exact
de 10, s'il est 2 ou 5, cest-a-dire, 51l nuglt de la racine r.arree oude la
racine cinquiéne, 'opération est encore moins longue.

Aprés uvoir calculé l'excés du logarithme da dénominatear sur celni du
numérateur de la fraction proposée, on formerait h;ugde suite le complé-
ment arithmérigue de cet excés, et on en prendrait la moitié on la cin-
quieme partie , suivant qo'il s'agirait de la racine carrée ou de la racine
cinguiéme.

Cette moitié ou ce cinquieme , cherchés dans la table, mpondruwnt a

un nombre 100,000 fois ou 100 fois plus grand que la racine que 'on

cherche,
._Emple. Quelle est, a moins d'un centieme prés, la ricine cirquiéme
T 4 "l by
=7 4 A
de B e : g
Lngaulbme e o ek 1,176001
Logarithme de 7. i e i EE R 0845008
Excés de T'on sur Faotre .. o .. . .. 0330003
Complément de cetexcés. . . .. . . .. . 0,000007

Cinquiéme de ce complément. . . . . . .. . 1,033801

Ce cinquiéme de logarithme, dont Ja cavactéristique doit étre consi-
dérée comme ne renfermant plus que deux unités de trop, tombe entre
les logarithmes des nombre 85 et 86 Ces nombres, divisés I'un et Fautre
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par 100, deuumenl:ﬂﬂi et 0.86. La ndme cmqluelne dﬂ-—ut done

comprise entre 0,85 e&M elle est donc calcalée a mmﬂ nn cntleme
prés. 3

Si i‘ul avait wﬂu avoir la racing ﬂe * , & moins d'an da.x milﬁam

d'anité prés;on edt augmenté de tlm mmhur '
garithme 1,083801, ¢e qui eat'donné le logarithme 3,933801
curaclﬁiﬂhu eit alors été considérée comme trop forte de § unités.

Ce nouvean logarithme , cherché dans la table, tombe entre les loga-

;ﬁhmzs 3,033791 et 3,033841 , qm appartiennent aux nembres ‘nﬁsﬂ.n
587

La racing anquiém de_r tombe donc entre les 'denx l'raeﬁnns deu—
males 0,8586 et 0,8587.

Les tables de Callet permettraient de caleuler :rnrnetluudn!_l cette
racine, a moins d'un cent-milliéme d'unité prés.

Calculs avee approximation.

06. Il arrive fréquemment que les nombres sur lesguels on doit operes
sont terminés par une grande gquantité de chifites décimanx ., dant les
derniers surtout expriment des divisions de lunité qui v'ont’ presque
aucune valeur, et dont la conservation allonge et complique, sans uti-
lité, les calculs a effectuer. On a don# di, pour épargner le. ﬂ!mpsct
pour ne pas sc donnur une pemn mfrncluuie > cberchnr des rnéthm:les
appronmatmn suﬂisunle On ena trouvé d'anssi mples que commodﬂ
a Vaide desquelles on abrége comdérablemant certains ulc’ds, sans
sexposer au danger'de séloigner plas qu'on ne veut da véritable vé-
snitat.

07, Addition. Neconservez, dnmclm:undunmhns prupm&(lorsqae
lear tombre rest pas supérieur a dix), que la décimale immédiatement
inférieure a celle a laquelle vous avez fixé votre nppwxlmnan. faites
ensuite la somnse de ces nombtes ainsi modifiés.

Exemple. Soit proposé de calculer, a moins de 0,001, la somme des

nombres suivants : 34, 78080; 17 ,543280; 3, 10510 0 9013!6 8, 650(81 et
45, umm .

34,7868

17,5438
2,4041
0,0043
8,0561

5,240

109,5347

e
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La somme de ces nombres est, a moins de 0,001, égale a 109,5347.
Mais si l'oft ne vent conserver que les trois premieres décimales de ce
résultat, il urtive que la somme cherchée est comprise entre 100,5347 et
109,5357, nombres qui Jdifferent entre eux de 0,001, Donc elle différe
de chacun d'eux,-et, par conséqueént, du nombre intermédiaire 109,535,
de moius de 0,001, Elle est donc égale 2 100,535, 4 moins de 0,001.

 Prémiére abservation, L'erreur contenue dans le résultat serait encore
moindre, en corrigeant, quand il y a lieu, conformément au principe

-généraly le dernier chiffre conserve de chacun des nombres. Moyennant

celte attention, Verreur de chague partie de la somme serait moindre
quun demi-dix - milliée, et par conséquent celle de la somme serait
moindre qu'un demi-milliére. 1l peut méme se faire que, par suite de la

_compensation, cette errear soit nulle ou excessivement petite.

Rep;euqns l'addition qui vient d'étre fuite, en ayant soin dangmenter
dune unité; lorsqu'il y aara liea, le devnicr chiffre conservé dans cha-
cun aa nombres proposés = i ’

Aol i X
‘ 17,5433
oo, 2] ; 2,4042
- 4 0,0043
R © 86562 -
e §5,2602
* - —.—
109, 5351

La somme de ces nombres est égulé‘ i moins d un dix-milliéme, #
109,5351 ; mais si ou ne conservait que les trois premieres décimales, o
ne serait plas certain que le résaltat ne différe que d'un demi-dix-mil-
liéme.

Seconde abservation. Quand on veut obtenir, a moins d'une unite dé-
gimale d'un-ordre donné, la somme de plus de dix nombres, il est né-
cessaire dé conserver, dans chacun de ces nombm.@n; décimales de
plus que n'en comporte rwgm‘”_ T'on veut obtenir. On en
voit bien la raison. '

08. Soustraction. Pour obtenir, @ moins d une unité décimale donnée,
la difference de deux nombres décimaux, conservez, dans chacun d'eux,
un nombre de décimales égal & celui de Vapproximation.

Si vous voulez avoir cette différence a moins d'une demi-unité déci-
male d‘uum\dm donné, conserver, dans les deux nombres, une décimale
de plus quiil v’y en a dans approximation.

Exemple. Calculer, & moins d'un demi-centiéme, la différence des deux
nombres 73 437034 et 14,3708423.

Je ne conserve que trois décimales.
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78,438
14,371

9,007

La différence des deux nombres donoés est égale a 59,00, a moins d'un
demi-centiéme. Eile différerait dicore moins si T'on changeait le 6 en
un 7, en vertu de L régle générale.

69, Muluplication. Pour vbtenir les produits décimaux, 3 moins d'une
unité décimale d'un ordre donné. il suffit d'obtenir chague prodait partiel
avec une. certdine approximation facile & déterminer, commeon va le
voir. ;

Soit proposé d'obtenir le produit des deux nombres §3,75438 et 7,5782,

i un mﬂlmmﬁ

Pour que le produit total soit obtenu a moins d'un tmlh.em-e |I suffit
que chague prodait partiel soit calcalé & moins d'uu dix-millieme. Mais
je remarque que, pour déterminer chague produit partiel uvec ce degre
J'appreximation , je puis négliger de multiplier, par chaque chiffre du
multiplicateur; la partie du multiplicande dont le produit par ce méme
chiffre procure des unités inférieures aux cent-milliémes. Aivsi, pour ob-
tenir le produit du multiplicande par 0,0002, je puis négliger de multi-
plier les quatre chiffres 5, &, 3 et §; car, en operant de cetie maniére, la
partie supprimée dans le multiplicande est moindre que 0,1 : done ler-
reur gui en résultera est moindre gue 0,1 <0, uona ou que 0,00002; elle

douc mowmdre que 0,0001. Aiusi, en malt par 0,0002, je puis
- Wlscssfm 5, §, 3 et 8 du maltiplicande, De méme, en malti-
pliant par 0,008, je puis supprimer les chiffres §, 3 et 8; en multipliant
par 0,07, je puis supprimer lmghﬂ'm;ets,.euunuinpinn:puo 5,
je puis supprimer le chiffre 8. Mais en multipliant par 7, je ne puis sup-
primer aucan chiffre. Je conclus de la généralement qu'il suflit de con-
server, dans la multiplication du multiplicande par chague chiffre du
multiplicatear, une partic du multiplicaude, telle que les plus faibles
unités da produit qui en résultent soient mfénenres de deux ordres a
celle de I'spproximation cherchée.

Voici comment op ordonue les facteurs.

On pose chague chiffre du multiplicatenr sous le chiffre da multipli-
cande gxprimant les plus faibles unites du multiplicande qui doivent
étre multipliees par ce chifire du multiplicatenr. Aiusi, dans l'exemple
dout il s'agit, on écrirait le chiffre 7 au-dessons du cbiffre 8, le chiffre 5
au-dessous du chiffre 3.... Cela se réduit évidemment a placer le chifire
qui représente les unités da Vordre le plas élevé du multiplicatenr sous
le chiffre convenable du multiplicande, et a écrire ensuite les autres
<hiffres du mu'tiplicatesr a la gauche de celui-la dans un ordre inverse
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4375438
2WTHT

30628060
U871
3006278
35000
K74

: Wﬂﬂ.&l

\prel*ivm! supprime les vugulu. je multiplie 375438 par 7; 437548
par 5; 43754 par T; 4375 pur 8, et enfin 37 par 2. Jécris les cing pro-
duits partiels de maniére que les plus faibles unités se correspondent,
attendu que, par suite de la disposition du exleul, ces onités sont de
méme espére. La somme de tous ces produits partiels est égale a 33157033
cent-milliemes ou @ 331,67033 Le produit cherché est done égal a
381,567938, 4 moins de 0,001, Mais si j jene vam: conseryer dans le nnul—
tat que trois decimales; je remargue g
entre 331,57033 et 351,58033, nombres qui d.lﬁmni de 0,001. Dong, il
dilféve de chacan d'eux, et, a plus forte raison, du nombre intermédiaire
331,580, de moins de 0,001. Done il est égal 4 331,580 a moins de 0,001.

Procédé géndral. Pour obtenir, 2 moins d'une unité décimale d'un ordre
donné, le produit de deux nombres décimaux, renfermant beaucoup de
décimales, placez le chiffre des unités de l'ordre le plus élevé du multi-
plicateur sous un chiffre du multiplicande tel, que le produit de ces deux
chiffres procure des unités inférienres de deux ordres a 'unité de Vap-
proximation que vous voalez obtenir; et écrivez i [a ganche les autres
chifires du multiplicateur dans un ordre inverse. Les facteurs ainsi or-
donnés, multipliez le multiplicande par chaque chiffre du multiplicateur,
en négligeant les chiffives du multiplicande placés 3 lu droite de celui sur
lequel vous opérez actuellement, et faites correspondre les plus faibles
unités de tons les produits partiels que vous calcniem additionnez en-
suite ces prodiits, et séparez, sur la droite de 14 somme, un nombre
de chiffres décimaux supérieur de denx unités a celui de I'approximation;
enfin supprimez deux chiffres sur la droite du résnltat, et augmentes
d'une unité le dernier des chifives conservés. Le nombre décimal ainsi ob-
tenu est le produit demandé, avec le degré d'approximation voula.

On peut diminuer encore I'errenr que contient le résultat, en augmen-
tant d'une unité, lorsquil y a liew, le premier chiffre de droite conservé
an multiplicande dans chaque produit partiel. Moyennant cette atten-
tion, Perreur de chacun des produits partiels, dans le cas de Vexemple
précédent, sera moindre d'un demi-dix-milliéme, et par conséquent celle
de la somme sera moindre d'un demi-milliéme, 11 arrive méme quelque-
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fois que, par suité de la eumpnnahm cette erreur devient nulle ou ex-
cessivement petite.

Appliquons’ ueu.e obser\ ation a la mulhphﬂlmu que noas avons prise

u e“itp : :

i “i: 4975438 gzl

2WTHT

“80028006 - -
287720

06378 - *

35000
870
SI157060

Effectuons les multiplications par 7, 7 et 8 comme dans l'opération
précédente; mais 1° en multipliant par 5, augmentons le chiffre 3 cor-
respondant du multiplicande d'ane unité; parce que le chiffre snivant 8,
est plus grand que 5: 2°en multipliant par 2, sugmentons aussi le chif-
fre correspondant 7 d'une nnité. parce qucln 5 qui suit est hn-m&m
suivi d'antres chiffres significatifs.

Le produit des nombres. propem est done égal a 33] 57040, a moins
d'un demi-millicme. Mais si I'on ne conservait que les trois premiéres dé-
cimales, on ne serait plus certain d'avoir le produit cherché a moins d' un
demi-millieme.

! 70. Division. On sait déja commienton peut obtenir le quotient de deux
nombres entiers ou décimaux, & moins d'une anité décimule d'on ordre
donné. 1l ne reste done qu'une simple observation a faire relativement au
cas ou le dividende contiendrait plus dedécimales que le diviseur. Alors,
on peut quelquefois supprimer un certain nombre des chiffres décimaux
da dividende, car on n'a pas oublié¢ qu'il soffit que le nombre des chif-
fres décimaux du dividende soit égal & celui da diviseur,plus celui de
Vapproximation.

Supposons le cas ou le dividende aarait huit chiffres décimaux et le di-
visenr deux senlement. Supposons ensaite qu’on venille avoir le quotient
a 0,001 pres. Il suffirait de conserver les cing premiers chiffres décimaux
dua dividende; on supprimerait les trois derniers.

Nous répéterons ici, en cas de besoin, que. pour avoir le quotient a
moins d'une demi-uuité decimale d'un ordre donné, on cherche un chiffre
de plus qu'on ne veat en conserver, et que l'on augmente ensuite, s'il y
a lien, d'une unité le dernier de cenx que l'on conserve.

Calcul des nombres complexes.

71. Le nombre concret qui renfermeune unité d'une certaine espece, avee
une ou plusienrs subdivisions de cette unité, regoit le nom de nombre
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complexe : tel est le nombre 7% 508 9. 111 Celui qui ne contient gu'une
seule espéce d'unités, se nomme nombre mmmpll.r: u! est le nombre
49 livres.

Les régles données pour le caleul des nombres entiers, sont applicables
aux nothbres incomplexes; mais l& caleal des nombres complexes pré-
sente quelyues difficultés, et exige U'emploi de procédes particuliers que
nous Exposerons suceessivement.

Tout nombre complexe peut s¢ mettre sous la forme d un pombre in-
complexe, én se wnfommt a Fune ou F'aatre des régles que nous allons
inliquer,

1* Conversion d'un bre complexe en unités de sa plus petite espéce.

fiegte, Multipliez les unités de la plus forte espéce par le nombre de
fois que chacuue de ces unités renferme les unités de la premiére subdi-
vision; ajoutez au produit les unités de cette premiére subdivision ren-
fermées dans le nombre proposé. Puis multipliez 1a somme obtenue par
le nombre de fois que les unités de la premiére subdivision renferment
celles de la seconde subdivision , et ajoutez encore au produit les unités
de la scconde subdivision contenues dans le nombre donné; et ainsi de
suite, jusqu'a ce que vous soyez arrivé a la plas petite subdivision.

Exemple, Soit proposé de convertir en deniers le nomhre complexe
34T gd., : . i e

Disposition du caleul.
43. 17, 9.
20
860
17
877 sous.
12

1754
877

e
10533 deniers.

Une livre vaut 20 sous : conséquemment, 43 livres valent 43 fois 20
_sous = 800 sous. 860 sous, ajoutés aux 17 soos contenus dans le nombre
proposé font 877 sous. Mais un sou vaut 12 deniers; donc 877 sous va-
lent 877 fois 12 deniers ou 10524 deniers, qui, ajoutés aux 0 deniers du
nombre proposé, font 10533 deniers.
2 Conversion d'un nombre complexe en fraction de l'enite de fa plus
forte espece.,
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fidgle. Conyertissez d'abord, en yous conformant an procédé qui vient
d'étre prescrit, le nombre complexe proposé en unités de sa plus petite
espece ; cela fait, donnez au résultat, pour dénominatenr, le nombre qui
exprime la quantité de fois que l'unitésle la plus petite espéee est con-
tenue dans I'unité de la plus forte espéce :

Exemple. Soit a couverlir le nombre complexe 43 175 9‘ en fraction
de la livre, ou plutdt en nombre fractionndire rapporté a la livre.

Nons avons trouvé tout & I'heure que 437 175 0% valent 10533 deniers.

Mais une liyre vaut 20 sous, et un sou vaut 12 deniers; done une li-

=¥ o4 1
vie {on 20 sous) vaut 20 fois 12 on 240 deniers. Donc un denier vaut =55

0433
de livre; done is* I'I' 9" on 10533 denrars va‘!&:‘nliu ~ de livre

Il est aussi qnelquefms ullla de faire les transformations inyerses,
'est a-dire, de convertir en nombre complexe équivalent : 1o un nombre
entier incomplexe; 2° uwn nombre fractionnaire rapporté a une unité
concréte ; 3° une simple fraction d'unité concrete.

1° Conversion d’un nombre entier incomplexe en nombre complexe.

Regte. Divisez le nombre incomplexe proposé par le nombre qui ex-
prime combien il faut d'unités de son ordre pour en former une de T'or-
dre immédiatement supérienr. La partie entiére du quotient représen-
tera le nombre des unités de Vordre supérieur, et le reste celui des unités
de I'espéce contenue dans le nombre proposé. Puis cherchez de la méme
maniere combien les amités du quotient de la premiére division renfer-
ment d'unités de l'ordre qui leur est supdricar, et d'anités de 'ordre que
ce quotient exprime; continuez aiusi jusqu'a ce que vous soyez parvenu
aux unités de ordre le plus élevé, ou i un nombre qui ne contienne pas
assez d unités pour en former une de l'ordre supérieur.

Exemple. Soit proposé de convertir le nombre 10533 deniers en livres
el sabdivisions de la livre.

Disposition du caleul.

105339- |12 877%{20
03 ls'ﬂ' s0us. ki lss-livm.
03 17. =
9.

il faut 12 deniers pour faire un sou; done leé quotient 877 de la divi-
sion”de 10533 deniers par 12, exprimera le nombre de sous contenus
dans 10533 deniers, et le reste 0 exprimera le nombre de deniers qui
excédent ce nombre de sous. On voit par li que 10533 deniers égalent
877 sous U deniers. Maintenant, puisqu'il faut 20 sous pour faire nne
livre, le quotient i3 de la division de 877 sous par 2, exprimera des li-
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vres, et le reste 17 exprimera des sous. Donc le nombre 10533 deniers
égale 437175 04,

2 C sion en bre complexe d'un nombre fractionnaire rapporté &
une unitd conerite. =

ftégle. Divisez le numératenr par le dénominatenr. La partie entiére
du quotient exprimera le nombre des unités de la plus forte espéce con-
tenues dans le nomhre fractionuaire proposé. Multipliez ensuite le reste
par le nombre des unités que renferme 'unité principale: puis divisez
le produit parle dénominatenr. La partie entiéve du quotient exprimera
les unités de la premiére subdivision que renferme le nombre fraction-
naire propose. Continuez de la méme maniére jusqu’a ce que vous soyez
arrivé i la plus petite subdivision.

Exemple. Soit proposé de convertir en nombre complexe le nombre

)

s . 10533 . S
fractionnaire ?{T de livre tournois.

Disposition du calcul,

2160
0.

La premiére division donne §3" pour quotient et 2137 pour reste,
On convertit ces 2184 en sous, en multipliant par 20, ce qui donne
#2060 sous. On divise 4200 par 260; on obtient 175 pour quotient et
1805 pour reste; enfin, on réduit ces 180% en deniers, en multipliant
par 12. Le produit 21060, divisé par 240, donne exactement 9 deniers pour
quotient. Done le quotient de 10538 livres par 240 est égal a 43% 175 90, ;
done aussi i:i:s-ds livre, yalent 431 17594,

3o Conversion en nombre complexe d'une fraction d'une unité complexe.

Ce cas differe du précédent en ce gue le numératenr étant plus petit
que le dénominateur, la prémiere division par le dénominatenr, et
quelquefois méme la deuxiéme et 1a troisiéme division ot 0 pour par-
tie entiére du quotient : du reste, c'est la méme regle.
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Exemple. Soit proposé de transformer en nombre complexe éqaiva-

1728 Y
lent, - l# fraction s—ﬁ,:de toise

Disposition dew calenl. .
17 513 -

-

£ 997 33 11
i T. L4) Tpolats o —
i sl 53 57 10

102

12

m.

102

1} ;L S S e ~
108 :

12

306 k=i
108
2376

334

12

0i8

m -

—_—

207 .

On ne trouve an résultal ni toises ni pieds; on obtient seulement

11
. T S
204 -nnu o

On pourmt, a la riguenr, a laide des l.rm:fomhum dont on vient
d'exposer les régles, exécuter, sur les nombres complexes, toutes les opé-
rations de l'arithmétique. Mais, dans un grand nombre de cas, on par-
vient au résultat, d'une maniére plus simple et plus expéditive. Exa-
minons done en pll'helllm chacune des quatre opérations fondamentales.
72. dddition. Régle i swivre. Ecrivez les nombres complexes donnés les
uns sous les autres, de maniére que les unités de méme espéce se cor-
respoudent; puis additionnez successivement les nombres contenus dans
chaque colonne , en commengant par celle des plus petites unites. Si la 0
somme contient une oun plusieurs unités de V'espece immédiatement su- s
périenre, retenez-les pour les ajouter avec celles de cette espéce, et
écrivez l'excédant au-dessous de la colonne sur laquelle vous opérez
actuellement ; dans le cas contraire, écrivez le résultat tel que vous
l'avez trouve.

-

e
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Lxemple Soit propose d’mlrliliunnet Icn quatre nombres suivants :

3
45T 158 “‘ —; Tar l'fl-ﬂd —; 13% 198, 74. ,5!“’3’ o e
> Dupwl'dan du calcul,
2
451 158 149, 3
7 17 8 .4
4
13 10 1 i
3
5 5 9
1837 19s 0d 1
. 12 —t
e i B i 1 6 |
Dites + - + =n= 1d. = Ecrivez 7g ¢ retenez un denier; 1 et

i1 font I! l!et B font 20; 20 et 7, 27; 27 et 9, 36. 36 deniers valent 3
sous; ainsi. écrivez 0 sons la colonne des deniers, et retenez 3 sous. 3 et
5, 8: et 7, 15; et 9,26 ; et 5, 20. Ecrivez 0 et retenez 2. 2 et 1, 3; et 1
&; et 1, 5. 5 dizaives de sous valent 2 livres, plus une dizaine de sous;
écﬁve: 1 sous la colonne des dizitines de sous , et retenez 2 livres, Ache-
vez ensuite I'addition comme a 'ordinaire.

La somme sera égale a 1831 19+ 0d- 1-;

3. Soustraction. Régle. Placez les nombres comme pour l'addition, en
écrivant le plus petit des denx nombres sous le plus grand. Effectuez en-
suite la soustraction partiellement , en commengant par les unités de la
plus petite espoce. Si quelqu'une des soustractions parlielles se troanve,
dans V'état, impossible, ajoulez, au nombre dont vons devez soustraire ,
une unité de lespéce immeédiatement - supérieure; mais, quand vous pas-
serez @ la soustraction subséquente, angmentez d'une unité le nombre
desunités de cette espéce supérieure dans le nombre & soustraire. -

Lxemple. Soit pmpmé de caleuler la d.lﬁéreuce enh-e deux pesées, I'une

de $1iv. 10.76. 108 — uramhﬂ!;&&‘:ﬁl’ ‘

Disposition du caleul.

2
3
3
i
11
12

fliv. 0. 76. 108

B dhe R )

thv. g0o0. 26. 55k
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2 3
Réduisez au méme dénominateur les deux fml.ionsi et; qui devien-

!! Laamndempo“mtmwnsmdahpmmm. aug-

mcntu le nmérnmrde edlo-cl d’une unité oude 12 parties Soustrayez
llﬂ!‘i d.e-—:hmeut? &tumlnﬁfont% Mm 36 ne

peut él‘re retranché de 19; djtmtex donc & 10 grains, 1 gros on 72 grains,
ao:leol il reste 53, que vous écrivez, et vous retenez 1. 1 etd, 5; 5 de
7, il reste 2. Passez aux onoces et dites: 7 de 1 ; cela ne se pent: ajoutez
done 111, ou 16 oneesa 19, Dites ensuite Tde 17, reste 10; que vous écrivez
u-dessons et vous retenez 1. Or 1 et 2 font 3, qui , retranchés de §, don-
nent pour reste 1. Donc la différence totale des nombres proposés est

1iv. 100 26. 558 E

7. j{utupbum. 11 est de principe que dans toute multiplication, le
maultiplicatenr doit étre considéré comme abstrait. Cela étant, voici la
régle a suivre pour multiplier un nombre complexe, soit par un nombre
abstrait . soit par un nombre incomplexe considéré comme abstrait.

Maultipliez; en commencant par celles de Ja plus petite espéce , toutes
les unités du nombre complexe dont il s'agit, par le nombre abstrait pro-
posé ( ou par le nombre complexe donné, considéré comme abstrait).
Quand un produit partiel ne contieudra pas d'unités de l'espéce supé-
rieure, écrivez ce produit tel qu'il est; mmlnugulmmdnnne ou
plusieurs unités de l'espece supéneure n'écrives que 'excédant de ces
unités, et retenez celles-ci pour les ajouter au produit suivant.

Exemple. Soit a mnllxplm 421 135 54 par le nombre ahslnut 7, on
bien soit a ecalcaler ce que ! cotteraient 7 tmm douvngu, a raison de
s 18‘ 74 1a toise.

Di:pmc'u’udumt‘cuf. 23 B i g
i AN G T T
7

Je dirai 7 fois 5 deniers font 35 deniers , qui valent 2 sous plas 11
deniers. Técris 11 deniers et je retiens 2 sous. Je dirai ensuite 7 fois 13
<ous font 01 sous, et 2 sous de retenue, font 03 sous ou 4 livres plus 13
sons. J'éeris 13 sous et je retiens & liyres. Je dis, enfin, 7 fois 42 livres
font 204 livres et 4 livres de retenue font 208 livres.

Le produit total est donc 208% 13+ {1d.

Ce pmcedn qui est trés-simple et trés-cxpeditif , lorsque le maltiphi-
catear n'a qu'un seul chiffre, entraine de longs calenls, lorsque le mul-

=30 i

-—*‘".;anr =
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tiplicateur est composé de plusieurs chiffres. Il est donc nécessaire que le
caleulatear ait a sa disposition une antre méthode.

Cette antre méthode consiste & décomposer les subdivisions du multi-
plicande en partics aliquotes de Tunité immédiatement supérieure, C'est-
a-dive, en parties qui soient exactement contenues dans cette unité. Cette
maniére dopérer recoit le nom de meéthode des parties aliquotes.

Exemple. Soit & multiplier 56% 17+ 04 par le nombre abstrait 318, ou
bien soita trouver le prix de 818 aunes de drap, a raison de 567 173 94
Disposition du calcul.

< BT gl

38

118
= ) A o3
108
Produit de 10>, . . . . . 150
de 5% . . 2y 'm lom
- de’“. PO S NCTON
Ww—pw

» de 3d. 3 18 Gd-

lWIGl'O‘-

e o=t B T el *av
Multipliez d'abord 56 par 318 comme i I'ordinaire.
Pour multiplier 17 sous par 318, remarquez que 17 sous se décompo-
sent en 10 sous, plus 5 sous, plus 2 sous, parties aliquotes de la livre,
qui vaut 20 sous. Mais 10 sous sont la moitié d'une livre ; donc le pro-
duit de 10 sous par 318, doit étre la moitié de 318 livres ou 159 livres,
De méme, le produit de 5 sous par 318 sera le quart de 318 livees ou la
moitié de 150 livres , cest-ii-dire 70 livres 10 sous. De méme encore, le
produit de 2 sous par 318, sera la dizieme partie de 318 livres, ou, ce
qui revient au méme, la cinquiéme part de 150 livres, qui est égale a
31 livres 10 sous. Ecrives ces produits, a mesare que vous les formez,
au-dessous du produit des entiers.
Pour multiplicr ensuite 0 deniers par m decomposex. aussi 0 deniers
en 6 deniers, plus 3 deniers, parties aliquotes du sou ou de 12 deniers.
Mais 6 deniers étant la moiti¢c d'an sou ou le q_narl de 2 sons, le pro-
duit de 6 deniers par 318 sera le quart de 81 livres 10 sous, ou 7 liyres
17 sous. De méme, Ieyradmtde 3 deniers par 318 , sera la moitié de 7
lwm 17 sous, 3 livres 18 sous 6 deniers, Ecrivez dom: ces deux produits
u-dessous des précédents. Faites ensuite la somme de tous les produits
pnrhels que Yous ayez successivernent obtenus. Cetummma qui est égale
au nombre 180807 135 0l est nécessairement le pmﬁmt demandé,
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11 ne reste plus qu'a eummerkus ou'le muluyham mut lm-
méme un nombre complexe.

Régle & suivre. Aputmmnltsplu%nllhpknnda par les unités
mﬁ&udnmlﬁgﬁuﬁnr.mmmnfmntu}mnﬁémdm dé-
mmpmluaiﬂrmmmuimumdnpim“mmdw
tes de Punité subdivisionnaite immédiatement supéricure ; cosuite, com-
_ parant, dé proche en proche , ces parties aliquotes Tes unes aux autres,
ﬁmam pmdmwpﬁdsqm-!mmnlaﬁﬁ Pﬁwl&bﬁmmesla

Wumwummwu  raison
Ae 30 16+ 89 hmse ;

St 2 i i
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Caleulez d'abord le pmdn.it de 364 165 l‘--‘ 3 Par®s, comme dans l'exem-

ple précédent. Ensuite, pm: obtenirle produit de ce nombre par 5 pieds,
décomposez 3 picds en 39 4 . Or, 3 pieds et 2 pieds sont la moitié et
le tiers de la toise, qui vaut 6 pieds. Ainsi, prenez pour 3 pieds et pour 2
pieds la moitié ct le tiers du maltiplicande, Ecrivez cette moitié et ce
tiers au-dessons des produits particls que vous avéz déja obtenus. Dé-
composez ensuite 9 pouces en parties aliquotes du pied, qui vaut-12 pou-
ces, c'est-i-dire, en 90 - 390-. § pouces sont la moitié d'un pied on le
quart de 2 pieds; preuez donc le guart du produit obtenu pour 2 pieds.
3 pieds sont la moitié de 6 pouces, et doivent donner un produit égal a
la moitié de celui de 6 mml.m Ceest la douziéme partie

d'un pouce ou la trente-sixiéme partie de 3 pouces. La trente-sixiéme par-
tie d'un nombre n'étant pas asses facile & prendre, calculez un produit
fictil intermédiaire , que les arithméticiens nomment produit auxilisire.
Agissez comme si vous aviez 6 lignes au liea d'une. 0 lignes étant la si-
xiéme partie de 3 pouces, donnent évidemment un produit égal a la si-
xiéme partic de celui que 3 pouces ont procuré. Vous prendrez cosuite la
mmpﬂhdau“produn ce sera le produit d'une ligne ou de la
trente-sixiéme partie de 3 pouces. Vous aurez soin, avant de procéder «
I'addition des produits partiels, de barrer le produit auxiliaire, qui ne
doit pas faire partie du résultat.

Vous trouverez ainsi que le prix des 257 501 900 11, s’¢leve a la somme
1429

0507 & 0
de 2d ]

e M&l ‘Réduisez les deux nombres complexes proposés, en
nombres fractionnaires ou en fractions de I'unité de la plus forte espéce.
Sl s'agit des deux nombres complexes de Vexemple ci-dessus, vous

= e 2052
trouverez pour 30# 16 §& 3 le nombre i'raclioanaire Tﬂ?’- et pour

2
257. 5pi. gpo. 11 . L'autre nombre fractionnaire -:—:9

La question proposée eit donc pu recevoir I'énonciation suivante : Une
29
2 de toise

. ., 26521 - : 2124
toise d'ouvrage a coute T de livre : quel est le prix de 36

du méme ouvrage ?
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Une fois que les denx facteurs ont été mis ainsi sous la forme fraction-
naire, il ne reste plus qu'a les: mlnplm l‘nn'par I'antee, en se confor-
mant aux mglu bien connues de la muluphcahon des fractions.

22430 i
Le prix des ———-dewim ou de 5% 501 0po. 41, a raison de ?’:—1 de li-
20521 93430 504830500
vre,oudessﬂlaﬂ-sﬂ--teru done égal a — T N e T e
En divisant le numérateur de ce résultat fractionnaire par son Jdénomi-

nateur, snivant le Qméﬂ.é qui va étre prescrit ci-dessous, on trouvera

1420 ~¥)
qu'il est égal nﬂ&ﬂﬂﬂi‘-wﬁ.

Ce dernier procédé de multiplication ul.ﬁmm un peu plus long
que Tautre ; mais il exige une attention moins soutenue,

'r:- Division. Ll division nlas numbres uompleus présenw deux cas prin-

dnﬂ'mnte le second est celui ou les deux tm de la division sont de
méme espece.

Le premier cas se subdivise en dedx cas particuliers, selon que le divi-
seur est un nombre incomplexe oumnomhumplaxe

nm,nmmm, I'un iqam lma, ces tmu cuwrmu

Premier cas. Division d'on nmhre complexe par un nombre i ‘incom -
plexe de nature différente (on par un nombre ahltnu} FEsa

Exemple. 38 tpises dnunl;e ont é(é pnyées W" l&l # 4 0a de.

mande quel est le prix de la toise?

Le dividende devant, dans toute division , étre considéré comme le
produit du diviseur par le quotient, I'on de ceux-ci doit nécessairement
étre un nombre concret de méme espéce que le dividende : done, dans

I'exemple dont il sagit ici, le quotient doit étre un nombte de livres,
puisque le divisenr exprime des unités différentes de la livre. La question
revient conséquemment i trouver un nombre de livres qui, répété 38 fois,
reproduise 557 10% 20 Le quotient est done la 38° partie de ce nombre.
On obtiendra évidemment cette 38° parlie en divisant successivement
par 38 chacune des parties de 5577 165 24..
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Dispesitions'duealenl.
(5 L]
557 lﬁ‘- 24| a8 -
1L L SN i [ £ % T

Le quotient de 557 livres par38, est 14 livres; et le reste est 25 livres,
qu'il faut encore diviser par 38. Pour y parvenir, convertisses ces 25 li-
vres en sous, en multipliant par 20, ce gui fait 500 sous, lesquels, joints
aux 16 sous dwdividende, donnent 516 sous. Le quotient de cette seconde
division est 13 sous et le reste est 22 sous, Ces 22 sous doivent cux-mé-
mes élre divisés par 38. Or, 22 sons valent 22 fois 12 deniers, on 204 de-
niers qui, joints aux 2 deniers du dividende, donnent 266 deniers. En
sorte que le quotient cherché est 147 18 7d.,

En résumant ce qui vient d'étre pratiqué, on peut établir la régle sui-
vante pour le cas dont nous nous occupons.

Divisez successivement, par le diviseur donné, les collections des di-
VEFSes L5PECes | d nuités, en wmwg&mt par celles de l'ordre le plus élevé.
et en_ayant ~convertir le reste de chaque division partielle en
unités de ordre inférieur, pour les ajouter a celles de L m&me espéce
qui se trouyent dans le dividende.

Deuziéme car. Division d'un nombre mmple!e par un autre nombre
complexe d'espéce ﬂ.iﬁ'émnu

Lxemple. 4187 18 61 % gont le prix de 237 5L 890 on demande quel
est le prix de la toise?

Le quotient, comme dans l'exemple précédent, doit étre dc méme na-
ture que le dividende et exprimer des livres et subdivisions de la liyre,
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an sorte que la quw&i@ revient a trouver un nombre qui, multiplié par
le rapport du divisenr i la toise, reproduise le dividende.

3 X 13
1l s'agit donc de diviser 4187 185 gd- 71-5 par ce rapport: ce qui nous ra-

méne al cas que nots avons examiné. OF, 23%. 501 490, égalent 1726 pou-
ces, et 1 toise vant 72 pouces. Donc, le rapport da diviseur i la toise est

‘-?'é""m'"iﬁ"" — ——
A8~ - 431
Alm. il faut diviser 4187 !!IF- 6"- spn o mnltayhet en vertu de
™
iam

ceqmae;o% 51 ), 4187 183 od. “pn' -

—-ﬁ-'qnohent est done Iﬁm‘ﬁ mX - 73;1?::“!1 i
08 {18 e mmlnisE s, , P WL g =+
Troisieme cas. Division d'un mhre comple:e par un autre nombre
complexe de la méme nature.
. Bremple. Combien ferait-on faire de toises d'ouvrage pour la somme

de 33857 18004, 1 i raison de T 12504 la-toige ?
Le rapport de ces deux nombres est évidemment le méme que celai du
nombre de loises cherché i 1 toise. Or, 23857 185 0d- —=niqu¢s

wgr ot 797 125 69 = 70440 q—unﬂx de demer ‘Le rapport demandé
2104465  §38808 N
70080 15288 gyl

En cflectuant la division de 438803 par | mss on nhumdn pour quo-
tient 28T 4Pl SW y

Observation essentiolle. On s'épargnerait I'embarras de toutes les dis-
tinctions que I'on yient d'établir, en disant simplement, et une fois ponr
toutes, qu'il faut réduire chaque terme de la dhfhmn & un nombre in-
complexc, dont on ferait le ‘rateur d'an nombre fractiotinaire ou
d'une fraction, ayant pour dénominateur le nombre de fois que la plus
petite espece de chacun d'eux serait contenue dans I'unité principale; que
le calcal se trouve ainsi ramené & diviser, conformément aux régles con-
nues, soit deux nombres fractionnaires I'nn par Faotre, soit un nombre
fractionnaire par une fraction ou réciproquement ; que l'on obtient un
résultat fractionnaire, dont on extrait les unités entiéres et les subdivi-
sions de ces unités que le quotient doit exprimer, suivant la nature de la
question.

Nous ferons deux applications gui mettront & méme de faire toutes
celles qui peuvent se présenter dans I'usage

est done ———
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Premicr exﬂnpk. Gifv. 130, IW igs d‘une certaine h:an!handlse. ont été
payées 307 25, B‘- a5 °° demande le pﬂx cle la livre ? -

Convertissez le dividende 307 2+ m enilﬂm de deniers, Vous trou-
verer 698130 quatre-vingt seiziémes de denier. Donnez pour dénomina-

tear a 094130, le nombre de fois que la livre eontient le-‘r-- de denier,
c'est: a-dire, 23040. vou obtiendrez ainsi un nambre fncuonm.ue
004139
23050

Convemssewgalementol" 120 66 486 engmns Vous trouverez 62640

grains. Donnez pour dénominatenr a 02640 le nombre de fois que la livre
contient hth--Jim 9216, Vous aurez ainsi le nombre fraction-

Q!_ﬁ de livre poids, qui est équivalent a GUF-430. 66. 486~ I ne

reste pins qu'a diviser, l'un par Vautre, Iee dmu nombres metmnnmm

096139 62040
9050 -ﬁ—-amﬁ seffectne, MMAnmulnpliant

———— de livre, qui estoq-nivalent 4 30% 20 0‘-

naire

le premier de ces denx nombres par 'autre renversé.

Disposition de la fin du caleul.
094139 09216 6‘94!89)(9’]10___ 630718502
306 752080 2I0SCO20F0 1445831530 _
Second exemple. Combien, pour la somme de 127118 4., ferait-on
exéeuter de toises, pieds, pouces et lignes d'ouvrage , a raison de 13#
18% 6. la toise P
Convertis 'un et l'autre,, comme dans I'exemple mdg,nt, le divi-
dende’ w“”“uehm et diviseur i-g“—m:de Kivee,
Em sagit donc plns que de multiplier le prcmmdﬁ ces | mhm frac-
tionnaires par V'autre renversé,

Dw*ﬁfh du caleul. ;
552078 240 552673260 5520731 532073
4320 3102 31027 §320)<3103 183102 55830 o7 50l 4pe- 8.

= 4t 8% 74,

EXERCICES ET PROBLEMES DIVERS.
Ecrire , dans un autre systéme, un nombre écrit dany le systéme décimal.

76. Procédé a suivre. Divisez le nombre proposé parla base du systeme
dans lequel vous voulez le traduire. Le reste.de cette division sera le
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premier chiffre de la droite du nombre cherché. Divisez ensuite le guo-
| tient de cette premiére division par la base du systéme ; le reste de cette
'; seconde division sera le second chiffre de la droite du nombre cherché.
l Couitiniez de la méme maniére a diviser tmqunrs le quotient de la di-
' vision précédente par la base du systéme, jusqu'a ce que vous arriviez a
un quotient moindre gue cefte base. Ce dernier quoticnt sera le premier
chiffre de la gauche du nombre cherche.
Soit le nombre 0483, écrit dans le systéme décimal. Pour Vécrire dans
le lystcme nonaire , je fais les npmnnm jnd)qum ci-dessus, et telles

qu'on les voit ciapres:
6483] 9
1:J§.Te :
m'ﬁ 9
_ o

i - Les résultats obtenus montrent que le nombre décimal G483 prend ,
yuand on I'écrit dans le systéme nouaire,, la forme suivante 8808.-

Enp effet, puisque chaque unité du second ordre en vaut § du premier ,
il est éyident qu'en divisant par 0. le nombre décimal proposé, le quo-
tient représentera la quantité d'unités du second ordre que doit renfer-
mey Uexpression nonaire du nombre proposé , et que le reste en marquera
les unités simples. De méme, en divisant par 9 le quotient obtenu, le
nonyeau quotient sera le nombre des unités nonaires du troisiéme ordre,
et le reste le nombre de celles du stcond ordre que renferme le nombre
decimal donne. En continuant ainsi de diviser par 9, jusqua ce qu'on
parvienne a un quotient moindre que U, on obtiendra nécessairement tous
les chiffres qui doivent composer l'expression nonaire cherchée, dont le
premier chiffre est le dernier des guotients trouveés , et dont les autres
chiffres sont les restes des difiérentes divisions, pris en

Soit encore le nombre 80347, écrit dans le M w a wqdn.ln
dans le systéme duodécimal.

Le systéeme duodécimal en‘mt 12 caractéres, y compris le zro, on
ajotite, & ceux dont on se sert dans le syvl.eme décimal, deux mouveaux
caractéres, = ‘exemple , d pour représenter 10, et b _pour représenter 11.

Disposition du caleul.

7 11=4 5 [0=al| 3.

L'expression duodccimale du nombre proposé est donc 3aib7
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Un nombre étant écrit dans un systéme différent du systeme décimal, I'é-
crire dans le systéme décimal.
Ecrivez la base dix dans le systéme du nombre a traduire, et faites
ensuite les divisions prescrites.
Soit proposé d'écrive, dans le qme décimal , le nombre 3a567, qm
est écrit dans le systéme duodécimal.

3 Disposition du ealcul .
o : SR
3adbT|a
T 65 14700|a
76 59 |565 P
57 96 l___

a, dans le systéme duodécimal , wh-m 10, dans laguelie
on veut éerire le nombre proposé 34547 On a done divisé ce nombre par
a, d'aprés la régle indiquée. Ainsi, séparant les deux premiers chiffres a
gauche, pour en former un premier dividende partiel 3a, on a divisé ce
premier dividende partiel par «, en disant : En quarante six (le chiffre 3
valant trois dounzaines et ¢ valant 10), combien de fois @ on dix ? 4 fois.
On a donc écrit & au gquotient; puis on a dit: & fois 10 font 40 ; 40 de
40, reste 63 et on a abaissé 5, ce qui a donné pour deuxiéme dividende
partiel le nombre 63, sur lequel on s'est comporté comme sur le premier.
ainsi de suite. On a trouyé de cette maniére, que l'expression décimale
du nombre duodécimal proposé est 80347 -

Le raisonnement étant le méme qne celui qu'on a déja fait, ll est inu-

tile de le répéter, .

. Un mombra étant écrit dans un sy:téme &M du systéme décimal, dorire
ce nombre dans up autre systéme différent aussi du systéme décimal.

Procédé a suivre. Divisez le nombre proposé par la base du systéme
dans lequel vous voulez le traduire, écrite dans la base du systéme i
traduire. Le reste de cette division sera le premier chiffre de la droite
du nombre cherché, Divisez ensuite le quotient par la méme base ; le
reste de cette seconde division sera le denxiéme chiffre de la droite du
nombre cherché. Continuez a diviser tonjours le quotient de la division
précédente par cette méme base., jusqu'a ce gue vous parveniez i un
quotient moindre que cette base. Ce quotient sera le premier chiffre de
la ganche du nombre cherché.

Exemple. Soit proposé de traduire dans le systéme nonaire le nombre
15243, qui est derit dans le systéme septénaire. Je divise ce nombre par
12, qui est le nombre neuf écrit dans le systéme septénaire.

Yoici la suite des opérations :



—rv—rm* el ) R - P——

ARITHMETIQUE. APPLICATIONS. EXERC. ET PROBLEMES. 185
ISMSI!!
.33 124212 : ,‘.’ .

5 t03

b a1

33 _ 12
6 3. 10=1] 5.

Le quot:ent 5 et les restes successifs 10 =1, 3 et 6, montrent que le
nombre proposé 15243, écrit dans le systéme septénaire , s'offre , en pas-
sant dans le systéme nonaire , sous la forme 5730.

Les observations et les raisonnements étant absolument les mémes qne
ceux qu’on a déji faits. il serait superflu de les reproduire.

On fera seulement remarquer que les deux chiffres successifs 1 et 0,
qui expriment le reste de la seconde division , équivalent, par leur réu-
nion , au seul chiffre 7, en wmmmm

1.  Probléme. Deux fontaines alimentent un bassin. La premiére le
remplit en 11 heares, et la seconde en 15 lieures : on demande quelle
serait la partie du bassin ump!m si las denx fontaines coulaient en-

P ——

semble pendant 5 heares -T - =
Solution. Cherchons &' uhord Ta partie du basin rempf par chaque :
fonta.me pendant une heure. j

m;%hbmdamuaehm lia seconde en rem-

TR N TPV SOR St WP S OIHERY PITTeT) por Sy

plat—ndanslem&mempn ' : "

bt A =

-t pl.u “ plus :ﬁ‘sﬂm dong, les deux fontaines conlant 1

emcmhle, penm-mhw ramplmem Ies = da bassin. Done, dans

1 Pulcipi d i —"ﬁ es 011
5 heures e’-on—— d'heure, elles en rempliront les 3 des oulﬂiwx’

13 : -
on lﬂ‘— e g Wt
15 <

Pmb:éme Denx fontaines lﬁqim-m& ﬁm:m le rem- >

pErir =

plit en 5 d heare, et la seconde en ® d heure. On demande en combien

de temps le rempliront les denx fontaines conlant ensemble?

Solution. Cherchons la partie du bassin remplie par les deux fontaines
conlant ensemble pendant une heure. Nous en déduirons facilement le |
temps qu'elles doivent employer i le remplir entiérement.

N

o . - t 5.
La premiére fontaine remplit tout le bassin dans _?d heure: done, dans
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& d heure, elle en remplit = ; done, dans une ]m:u, elle remplit lﬂ clu
bassin. On l;ouvc de la méme maniére que la seconde remplit dmm
heure 'Iu > da bassin. Donc, les deux fontaines coulant ensemble pen-

) ¢ '] 28 45 .
dant 158 les < - ou les — —
ant une heure, remplissent les s_plul h’i ou les -0 Pl""_‘ lu“ ou les

i3 o ‘ N o ms
ﬁﬁﬂhj’iﬂ 3 - e

g —

Léa";:%&n bassin étant remplis en une heure,

1 2 3 ko o
Edu bassin sera rempli enﬁ dh&_tg.. .

— Ea®

] o Pl

Donc le bassin tont'eijtier ‘sera rempli e s % T heure.

Anni les denx fontaines eonlant enlemblc, rempliront le bassin en

T

lﬁ minutes 20 secondes -;-;.

8. Courriers. — Pmm;n Deux courriers marchentdans le méme sens,
Le premier qui a une “avance sur l'autre de 148 mjmmﬂ fait 9
myriamétres en 7 heures, Le second fait 7 myriamétres en 5 heares. On
demande dans ¢combien d’heures le second atteindra le premier.

&:quon 1l résulte de 'énoncé de la question, que le premier oonmer

£:ut-- icmgrumimparhm et que le mnda?’ de mymmetra
da.ntle méme temps. En calenlant la difiérence de wdm résultats, j'au-
rai nécessairement la distance dont le second courrier se rapproche du
premier dans une heure. Il mie seva ficile alors de calenler le nombre
d'henres nécessaire pour qu'il s'en rapproche de 168 myriamétres.

Le second mrrier dans n.ne heure se rapproche du second de

L £ 9 i9
——— o de — da k myriamétre.
a2 'f 35 35

§'il s'en rapproche de -i de myr. en une heure,

Ilun mpprocheu dc—-demyr en — d’lwure,
de 1 myr. en Td’he’uw';

85148

de 168 myr. en = 1295 heures.

Le second courrier atteindra le premier en 1205 heures de marche.
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Férification. Le premier courrier fait ;de myriamétre en une heure; il

fait done en 1205 heures aans

ou 1665 myriamétres.

Le second eourrier rml de n,mm en une heure; il fait donc en
'.'Xliﬂb
3

1205 heares ou 1813 mynaruet:re

En retranchant 1665 myriam. de 1818 myriam., on obﬁntmrmte
148 myriam., dimquidptmt les denx courriers au moment de leur
départ. =

Probléme. Deux courriers vont dans le méme sens : fe premier a une

avance'de 108 myriam., fait 3 myriam. ¢n & heures, et part 24 heures
avant e second , qui parcourt 7 myriam. en 8 heures. On demande
combien de temps le second courrier atteindra le premier ?

Solution. 1l résulte de le cet énoncé , que pendant une heure, le premier
courrier falt de myﬂam.. et que le second fait, daps le méme temps,

'_‘.;-u——--u' - & BT s g gum

5 Mnymﬂu =T AR
Le premier courrier, qln part 24 heures avant le second. parcourt, pen-
.zmmmumea‘% ou 18 myr

Ainsi , lorsque le second courrier se met en marche , le premier conr-
rie a réellomentune W\. ar Jui de. 108-+18 ou.
_second courrier n'atteindra donc le second qulmﬁ
ché de 120 myriamétres.

hmmanppw

Or, les courriers se uppmg_;_ =
3 28 2% o, w030 STy
tk-—‘on” o Eouﬁdemynm. dans une heure.

de 1 myriam. en 8 heares.
de 126 myriam. en 883<120 = 10084,
L] o Bl ez =
Vérification. Le premier courrier fﬁl‘-!ﬁ'hi}rihin&fr"u par heure, il fait
donc, en lﬂﬂﬂ"h m— 750 myriam.
Le second mrrier fait ‘de mymmémliu heure, il fait donc, en 1008

lienres, i

== 882 myriam.

Retranchant 756 myriam. de 882 myriam., il reste 126 myriam., c'est-
a~dire, la totalité de Favance que le premier courrier avait sur le second.
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79. Probiéme. Une montre margue midi : on demande combien de fois
Vaiguille des minutes renconteera celle des heures depuis midi jusqu'a
minuwit, et a quelle heare se fera cette rencontre?

Il est d'abord évident qu il ne peat y avoir de rencontre entre midi et
une heure,

La premiére rencontre ne peat avoir lien que lorsque I'aiguille des
minutes aura parcourn 60 divisions de plus que celle des heures, ou, en
d'autres termes, lorsque la différence sera égale a 60 divisions, Or, dans
l'espace d'une heure, laiguille des minuates parcourt les 60 divisions du
cadran, tandis que celle des heures ne parcourt que 5 de ces divisions.
La différence des espaces que les deux aiguilles parcourent (laquelle est
dans le méme rapport que leur nmue) est dom:

d'une seule division en = othm'e;

-

et de 00 dxvumm en —_ dhente,
bl ..inﬂ '.‘._,‘__._
pjﬁmlupmﬁon fractionnaire viuu T ——

Diyisant maintenant par 11 le nombre 12, considéré comme marquant

- - Vel 5
des heures, on obtient pour quotient { heure 5 minutes T Ainsi, la pre-

miere rencontre aura lien a 1 heure 5 minutes ﬁ‘

Les aiguilles marehant toujours avec la méme vitesse, le temps qui 5'é-
coulera depuis chaque séparation jusqu'a la rencontre saivante, sera con-

13
stammentégali-l—l-.

Voici le tableau que présentent les diverses rencontres :

Premiére rencontre 1h ﬂ ﬁ

10

ie o e sia ’ . —

Denxieme rencontre h. 10m, i

Troisieme rencoptre. - - . 3 h 16 m, 3t

: 9

Quatriéme rencontre, . . . 4 h. 21 m. g

. a3 3

Cinquiéme rencontre. . . . 5h, 2T m. —.

el 8
Sixieme rencontre, . . . . . 6h. 82 m. i
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y - ol 2
Septieme rencontre. . .. . Th. 38 m. Th
Y |

Hmhétmrenmtn.... 8 h. 43 m, -‘—1-.
Neuvienie rencontre: . .. 0 b, i m. — e
‘.,-|; o . ft..-,._ -
Biniéma rencontre: . ., . 10 h. 5% m. '“'

Mmeﬂmmh 12 h. ou minuit.

e or npe "\“. :
S: Yon demande ddns combien de r.emps les aiguilles se rencontreront
quand il est 11 henres moins 15 minutes, on ummmm

amnmwat{hmmmﬂfu 10 h. 56 m, «ﬁ,

L]
en ranndnnt 10k 45 m. on trouve O m. — ainsi In réencontre se fern
e "t.qokﬂ-w*ﬂ ﬂuq# ___-‘F*-—-i
dunsﬂm r_t‘—‘. BOEE = S S

o Jiegle de fanss s mﬂﬁr awste supposition.

80. Cette regle a pour but de déconyrir un nombre inconnu, au moyen
de euuiaumwurddmlaplu souvent, illunpyoﬂs
par quotient on & des rapports pur diffévence. -~ ©o

Pmlr ¥ parvenir, on suppose un nombre que l'on soumet aux condi-
tions de la question, c'est-a-dire sar lequel on effectue toutes les opéra-
tions que l'on ferait sur le résallat “pour.

Exemple. Trouver un nombre dont Ia -. le 1 et les; fassent 148,

Pour rendre les caleals plus ful'h!;'m:m mltqlle de 3, 8 et 5,
par exemple 30. -

-

La mottle BB 30=15
N T8 T W [ e — v 30=10
 deux cinquiemes de. . 30=12 "

Résultat. . . . 87

Ce n'est pas 30 qui est lc nombre cherché, puisque la moitic de 30,
son tiers et ses denx cinquiémes, réunis, ne donnent que 37,

Mais on congoit d'abord que 37 s'est composé des parties de 30 comme
148 se composera des parties analogues du nombre inconnu, et qu'il y
a lien conséquemment d'établir la proportion suivante :

37: 30::148: >

148 X 30
on M 18:: W:x= 8

=120,
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Férification. La moitiéde.. . . . . . 120= 060
Letiersde.. . . . . . . 120= 40
Les deux cinquiemes de 120= 48

Total égal. . . . .. 158

On pourrait mulupher les applicatious & I'infini.

Lorsqu'il suffit d'une seule supposition pour déconvrir ‘le nombre
cherché! Fopération est dite regle de fausse position simple.

Outre la régle de fausse position su'gﬂe. il y en a une autre que I'on
nomme régle de double fausse position. On y a recours, lorsque, dans
P'énoncé de la question, il entre des qnmnﬂrm“lbmnt avee les
autres par addition ou par soustraction.

Voici, en pen de mots, le prnoédé a suiy =

On suppose suco b 5 que T'on soumet aux con-
ditions de la question. On l:umpl.te. par,le moyen de la soustraction, le
résultat qu'on obtient, a celui que 'on et di obtenir.

Les différences trouvées recoivent le nom d'erreurs.

Cela fait, on multiplic le premier nombre supposé pir la seconde er-
reur, et le seemd ¢ par la | erreur.

Ensuite, si Iés signes Eeeemmrs sont les mémes, on divise la diffé-
rence de ces deux produits par la différence des deux erveurs. Si, aa
contraire, les signes des ervenrs sout différents, on divise la somme de
ces mémes produits par la somme des erreurs. Dans I'un et 1'autre cas,
le quotient qu'on obtient est le résultat cherche,

Exemple. Quel est le nombre qui, augmenté de sa moitié, de son
quart, de ses deax tiers et de 5 unités, est égal a 1507

Je supposerai successivement 12 et 24.

Voici le tableau de tous les caleuls a faive :

Premiére supposition. Deuxiéme supposition,
12 28 :
6 12
3 - =
L] 10
PR 5

150 — 34 ==116. = . 1+ crreur. 150 —O0B3=87.. . 2¢ errenr.

L . 16
12 . 24

174 : 04
87 232

—_—

1044, . 1*r produit. 2784, . 2° produit.

4 b

Bl
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[T T Ao 16
1044 - 2 : s'.r. 32
1740. . différence des produits. 790, . différence des erreurs:
1740 | 20 .
60, nombre qui satisfait a,'énonce. i

Gbmu. Dans l'exemple ci-dessus, on serait arcivé plas aisément
an résultat, en faisant usage de la régle de fausse position simple, car
ayant dte 5 de 130, la question se réduit i trouver un nombre qui, ang-
menté de sa moiti¢, de son quart et de ses deux tiers, égalerait 145,

‘81. Change des monnaies. Les opérations relatives au change des mon-
ciens poids et des anciens titves), ne présentent maintenant aucave dif-
wﬂ-ﬂh.ummmw-u pur. comme cela-a lieu
ordinairement (1). .

En effet, il existe des tables i
i etw&lémkmluptmdemmdﬂshmbmw
wvilisés, sont établis en décimales (Vunité du poids étant le gramme).

+ Or, il suffit, pour bbtenirla valeur intrinséque d'une piéce de monnaie
mes par son titre; 2° de multiplier ensuite le produit obtenu par 3,48644,
ou par 0,22233, suivant qu'il s'agit d'une piéce d'or on d'argent; 3° de
séparer sar la Mmé!ummdm le nombre de chiffres déci-
maux voulu.

Exemple. Quelle est la valeur en francs , décimes et centimes , d'nue
piece d'or étrangére au titre de 0,007, et qui pese 105r548 9

- iua48
907
- 130830 : =
bbb o i
53100018 .

> =z el s o
T09200
70020
1002
611,000242

(1) On fera bien de consulter 'Annuaire du Bureau des longitudes; il renferme -
des documents précienx. Nous en avons extrait quelques pages qu'on trouvera
dans les notes de cel ouvrage.
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La valeur d'une piéce de monnaie étant une fois m + on connalt
par une simple multiplication la valenr d'un nombre qne!conque de ces
leﬁ : U

Densités.

82. La densité d'un.corps est le rapport ‘de sa masse a son volume.
L'ean étant, de tous les corps, celui gu'il est le plus aisé d'amener a
L'état de pureté et d'homogénéité, a été prise pour terme de comparaison
entre les densités de tous les corps pondérables. 1l a été dressé des ta-
bles, sous le titre de pesantenrs spécifigues, a laide desquelles il devient
facile, connpissantlevolume d'un corps, de trouver le poids de ce corps;
et, réciproguement, connaissant son poids, de déterminer son volume.

1l suffit, en effet, pour connaitre le poids d'un corps dont le volume
est donné, de mlwmmw
dont il sagit.

Le corps pése antnm quil se trouve de cennmeh'es cubes
dans le prnd.n:i.u;dwhient. = ’

Lixemple. Supposons, L in plus que
l'ean, c'est-u-dire, mnw"uﬂﬁque de lorsmt exprimée par
19 : quel sera, dans cette hy pclhese le pouls d un h.u;al dlor de 8568
m’hmetreaculm? . g i

"'_“‘:“"W!- ey e ¢--.---,.. "

Reéponse 07812 grammes.

Réciproquement, pour connaitre le volume d'un corps dont le poids
est donné, il suffit de diviser le poids de ce corps, exprimé en grammes,
par la pesantenr spécifique du corps dont il s'agit.

Le corps contiendra autant de centimetres cubes qu'il se trouve d'unités
dans le quotient qu'on obtient,

Exemple. Un lingot d'ﬂm.i'ummes quel est le volume de
ce lingot (en supposant toujours que la pesantear spécifigue de l'or soit
exactement exprimée par 10)?

Calcul.

oTé1Z | 10
2 106 | 3598 centimétres cubes.
o
152
0

e . — e el R
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83. Thermometres compards. Le t&hrmomm untignde a élé ainsi
nommé , parce que h:shm fondante y est marquée 0, et I'eau bouillante
100. Dans lg thermométre de Réaumur, le méme intervalle n'est divisé
qu’en 80 degta de températare. Dans eelui de Fahrenheit, dont se ser-

vent les Anglais , les Russes , et quelques autres peuples, I'éhullition de
I'ean est marquée 212, et la gi‘ace fondante 32, En sorte qu'il y a 180 di-
visions de la glace fondante a 'ébullition.

Cela posé, le rapport des divisions de ces trois thermométres est celui
des ngni]pm_oé}ﬂ,- 100 et 180, ou bien, en divisant ces nombres par le fac-
teur comme 20, ce rapport est marqué par les nombres 4, 5 et 0, qui sont
premiers entre eux.

D'ou il suit : 10 que les degru Rélm-r sont l-es des degrés centigra-
des et les des degrés Fahrenheit; %

2* Que lés degrés centigrades mntlu% des dcgl'& Réaumur et les%
des degrés Fahrenheit;

s y 5
3° Que les degrés Fahrenheit sont les %&bl-deq& Réaumir etles des
degrés centigrades.
11 devient done bien facile de résoudre les problémes suivants:
Premier probléme. A quel degré de température oenllgmdn et Fahren-

leit correspondent 25 degrés m9
Caleul.
25 degres Réaumur. 25 degrés Réaumur.
5 9
125 |4 4 295 | 4
1 .
- i A
05 131 “ee!'mgndes. 25 |56 ‘

6 7 -+ 92 = 88 | Fahrenheit.

Deuxiéme probléme. A quel degré de température centigrade et Fuli-
renheit correspondent 7 degrés Réanmur, sous zdro ?

13
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7 Réanmur. . 7 Réaumar.
5 . o %
T 63 | 4
3 ' 3
3|8 T centigrades sons zéro. 15 1
= 315 .—..-;10‘}"&1:&113’1'«::.

Troisiéme probléme. Réduire la température 28 degm cmpgndes en
degrés Réaumur ét en dagrés: Fahmlleil. :

™~ .
" Caleul.
lﬂruntig*. . - 28 centigrades.
& 0
RETTEE =% 31| 5
12 ”3 B:éllmnr. 09 501_;‘* -
4
Sy . 5“ + 31 = 82 b!-'chmhm

e

e

Quaiiuc praﬂ&m. Réduire la température B degrés centigrades sous
zéro, en degrés Réaumur et en degrés Fahrenheit?

Caleul.
8 centigrades. -8
L) ' 9
g 32 |5 =2 YR :
E T .2
] °"5' Réaumur. 22 |1 S

2 3
2—14 3= 17 = Fahrenheit.

(.mquuh probléme. Réduire 147 degrés Falirenheit en degrés Réan-
mur et en degrés contigrides ? =

Py
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>

i AR Coleul. o Lmee
W : 147 Falirenheit.
W e O . 33 WEE
:' - - ‘1—.——-— L& >
15 e, 115
‘ el 5
§60 | 9 : 515!
—
BT e 2 8 4
10 | 51 O“Réanmur. 35 |63 : centigrades.
; e

Sicciime probléme. liédaise{ 19 degeés Fahrenheit en degrésRéanmur,
et en degrés centigrades?

Caleud
i 55 £
T i3 Fabreaheit. m Fn!areuhm
19 ﬂl
4 . 5
76 |9 : - 951 0
Shtagey o v—i—— . R
(8 2 Réanmur, 05 10; centigrades.
Mo S

Chute ﬂ;u corps das te vide. ™

8. La loi de la cliute des corps est celle-ci : un cotps qui tombe Jibre-
ment dans le vide parcourt §=,004¢ dans seconde de sa
chute, le triple de ce nombre dans:la mn&wmu- le quintaple
dans la troisieme, le septuple dans la quatriéme , le nonuple dans la cin-
quiéme, et ainsi de suite. En sorte que luugamwmnrus pl.-mlant la ™
premiiére, la deuxiéme, la troisieme , la quatrieme, la m:qmame .
conde, forment une prngmon équidifiérenticlle dont e premier ter:uc
est 4™ 0044, et dont la raison est le double de"§@,0044 on 9,8088. La to-
talité de I'espace parcourn pendant un-mombre « de secondes est donc la
somme des n premiers termes de cette progression.

Or, on sait que les bres qui expriment les intervalles des carrés suc-

cessifs forment aussi une progression par différence dont le premier terme
est 1, dont la raison est 2, gt dont la somme d'un nombre quelconque de
termes est le carré de ce nombre de termes : il faut donc multipher
400044 , qui, dans la circopstance, représente 1, par le urtc du nombre
de sec onJu qu'a duré Ta chute.




196 MATHEMATIOUES ELEMENTAIRES.

Premier probléme, On laisse tomber, du haut dun édifice, une boule de
métal , qui emploie quatre secondes pour tomber au pied de cet ddifice : on
demande quelle est la hauteur de cet édifice, en faisant abstraction de la
résistance de I'air et du temips que le son emploie a se propager.

Culcul .
i@ ,0084 .
16, carré du temps qu'a duseé la chute.
20 4208
0 04k

78m.4704, hauteur de 'édifice.

Deuzxiéme problime. On laisse tomber une pierre dans un puitsde mine:
cette pierre n'arrive au fond qu'aprés 7 secondes 45 tierces. On demande
(en faisant les mémes abstractions que dans I'exemple précédent) quelle
est la profondeur du puits?

Disposition du calcul.

45 tierces égalent 75 centiémes de seconde - la durée de la chate est
done 7'7,75.

7,75

7,75

3875
5425
5% 25

ﬂﬂ.’ﬂ?ﬂ.' carré de la darée de la chute.

0044
60 ,0625
2452920
, 98088 .
204204
206 266

204m 57052500, profondear du puits.

Troisitme problime. Une aéwlliﬂté est tombée d'une hanteur de
74108 0676 : on demande combien de temps a daré sa chute, en faisant
toujours les mémes abstractions?
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11 est évident [ 1 "f'huunhmdemmemhé en ex-
trayant la m& #qﬂ&nt de 74498, 0670 par 48,0045,

Dupcm&m dsmkﬁl

76198%,0676 1; 40048 ‘ -
”ﬁ o 15120, careé de la durée de la chute.

142 297
i 1306
15120 123, daorée de la chute. &
051 :
729 243
o
e :




-_.-—--—-—.--—-—.—-T_---— - - —

TABLES UTILES

ET

NOTES DE mmmyETIQUE.

r i -




. TABLES UTILES

-

NOTES DE L’ARITHMETIQUE.

85. Pour nous conformer a l'usage, et surtout pour que les éléves
(qui n'auraient ¢ledié que dans notre livre ne soient pas embarrassés
pour répondre convenablement, dans certaines circonstances , nous
meltrons ici (sans leur donner, au moins & toutes, notre approbation)
quelques définitions et quelques distinctions qui se trouvent au com-
mencement de plusiears traités d'arithmétique.

86. On nomme quantité ou grandeur tout ce qui est susceptible
[k augmmuhon ou de dammntf.on Amsi une ]ongueur. une surface,
de quanulés celles dont loules les parhcs sonl llées entre elles, et
qui peuvent croitre ou décroitre sans que leur nature soit changée .
on_les nomme continues ; ainsi une longueur, une surface sont des
quantités continues ; et les quantités qui ne sont pas liées entre elles,
comme des arbres, des poids, sont dites discontinues.

De celte division des quantités en deux sorles dérive la division de
la scienice des quantités en denx parties générales, Ainsi , les Mathe-
matiques, qui sont la science des quantités, se divisent en deux par-
ties : I' Arithmélique , qui a pour objet I'étude el la comparaison des
quantités disconlinues, et la Géométrie, qui a pour objet particulié-
rement V'étude de la forme des quantités continues.

Pour se former une idée exacte d'une quantite, il faut la rapporter
ou la comparer a une quantité de méme espéce donnée par la nature,
quand les quantités qu'on considére sont discontinues, et prise arbi-
traircment, quand la quantité qu'on veut évaluer est conlinue. Dans ce
dernier cas, c'est la Géométrie qui donne Punité pour servir de lerme
de comparaison , et c'est I'Arithmétique qui fait 1'évaluation.
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Ainsi, I'unité est une quantité prise entre plusieurs quantités de
méme pature et qui leur sert de terme de comparaison.

D'aprés cela, le nombre est le résultat de la comparaison d'une
(uautite a son unité.

Lorsqu'en énoncant un nombre, on déslgne I'espéce des unités qu'il
renferme, on l'appelle nombre concret. Dans le cas contraire, ou on
ne désigne pas la pature des unités, on le nomme abstrait.

Nous avons dif que I'Arithmétique a pour objet 'étude de la com -
paraison des quantités; d'aprés cela, I'Arithmétique est la science
des nombres qui sont les résultats de cette eomparaison : elle a pour
but étude des propriétés des nombres et les résaltals de lears combi-
naisons. -

Monnauies da’cimales de France.

87. Les monnaies franqmses sont mnjahlu. sous thﬂﬂlﬂ

ions., d o leur paids » leur module, au systéme
wdes mesures prlses dans ln natm'e e

Aux termes de la loi du 7 germinal an X1 (28 mars 1803), cing
grammes d'argent, au titre de peul dixiémes de fin, constituent
'unité monétaire , qui conserve le nom de frane.

Le frane se divise en mdmuonenmpﬁwde 5mnnmea.qm
ont conservé valgairement les noms de 2 sous et de sous.

Titre.

Les monnaies d'or de France contiennent, ainsi que celles d'argent,
un dixiéme d'alliage et neuf dixiémes de métal pur, En général (le
titre s'exprimant en milliémes), le titre monétaire exact, ou sans to-
lérance, est de 900 milliemes , ou 0,900.

Les expériences de Cavendish et d’Atchett ont démontré que cetle
proportion d'alliage , outre I'avantage d'étre en harmonie avec notre
systéme de numération décimale , et de simplifier par conséquent les
caleuls d'alliage et de titre, se rappr'oche beaucoup de celle qui donne
au métal le plus de dureté, ou le rend le plus propre a résister a I'ac-
tion du frai, c'est-i-dire i la diminution du poids par le frottement
el la circulation.

Le titre du billon est de 200 milliemes, ou 0,200. -

La tolérance de titre %soit en dessus, soit en dessous, est de 2 mil-
litmes'pour V'or, de 3 milliémes pour Iargent, et de 7 milliémes pour
Ie billon,
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P%ﬁmﬂn des piéces de monngie. .

Poids. Lepoids des pidcess nnaie d'argent, de cuivee njénw
jl::rnres ronds -'lles _peuvent I‘de

WT{ ant été élabli en
; els; ainsi : -

1. piécé de billon dle 10 centimes — pése 2 grammw
1 pigce d'argent de 2 francs ou n
1 piéee de cuivre de 5 centimes } ése 1 e d oa
4 pitces d'argent de 5 francs ou ’ =
10 piéces d'argent de 2 francs o pésent 1 heclogramme.
10 pitces de tuivre de 5 centimes ’
155 piéces d'or de 20 francs o
40 pitces d'argent de 5 franes ou
500 piéces de billon de 10 centimes ou

pesent 1 kilogramme.

50 piéeces de cuivre d'un décime r
1 sac de 200 piéces de 5 francs ou -
. de 250 décimesou - pése 5 tilngramzs.
de 500 pidces de 5 cenlimes j
" La proportion Shive ﬂm de V'or et celle de l'argeul. qui est,

dans notre sysu‘:mc de mnnnnu , de. 15 . a1,n'a pas per—
mis de ¢ aux pitees de 20 francs on ﬁkﬂ
rrnis i p:éces de 20 francs équivalent i un h]og‘ra 4 comme on
I'a dcji VIl

Ce qu'on vient de dire suppose que l6s pitees de monnaie sont du
poids exact qu'elles doivent ayoir, ce qui a lien orai L, & peu
de chose pris, la tolérance de poids, qui est pen comm , élant
établie tant en dessus qu'en dessous. I suffit d'en peser un certain
nombre, pour &tre sar qu'un méme poids donne la méme guantité de
piéces, el réciproquement.

!Jfamétras. Les monnaies de différentes valeurs ont plos ou moins
de diamétre, suivant leur poids et la nature du métal dont elles sont
Composées ; mais on a en soin, en général , qu'aucun de ces diamétres
ne fat le méme pour des monnaies différentes, afin qu'elles ne pussent
etre confondues dans les piles ou les rouleaux, et qu'on pit les distin-
guer & la premiére vue ou méme au tacl. ( La pitee de 2 francs a ce-
pendant le méme diamitre que la piéce de 5 centimes; mais la diffé-

- rence da metal et des types les distingue suffisamment).

Les piéces de monnaie de méme valeur et de méme métal ont toutes,

A contraire , rigoureusement le méme diamétre. Ainsi, guoique fa-
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briquées dans divers ateliers , comme elles se frappent dans des viroles
('acier exéculées sur un seul el méme calibre, elles forment, élant
réunies, un cylindre parfait; ce qui donne une grande facilité pour
en former des piles ou des rouleauxz. Il suffit d'en compter une pile ,
pour étre sir que toutes les antmpﬂes de méme hmlnur eonuen-
dront le méme nombre de pitces.

Le diamétre ou module des piéces étant fixé en nombres décimaux
entiers, elles peuvent offrir des mesures melluda Iongneur ainsi ,
par exemple

32 piéees de 40 francs et 8 piéces de 20 francs ou bien
11 id. id. etds id. id.
¢ _donnent

pidces de 2 francs
. {ou de 5 cenl:mes} 20 pidces de l fram‘. 1 métre.

7
mamusmpmu e

AR .y :

Au moyen d'un certain nombre de trois espéces de pieces difle-
rentes, on pourrait aussi obtenir 1 métre.

Ce qu'on vient de dire est exact pour les piéces de monnaie qui ont
¢l frappées en virole pleine et dont les lettres de la 1égende sur tranche
sont marquées en creux. Depuis 1830 , époque & laguelle on a adopté,
pour les monnaies d'or et!espléuesde.')francs lamarquesurtmnche
en relief, au moyen de la virele brisée , les diamétres des surfaces sont
bien les mémes ; mais la légére saillie des lettres de la tranche, si les
pigces qu'on rapprocherait sur une méme ligne se touchaient par ces
lettres, donnerait moins d'exactitude aux mesures de longueur que
nous avons indiquées ci-lessus. Les pidees de 2 franes et de 1 franc
sont, depuis la méme époque, cannelées sur tranche.
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Tablean du poids des pidces de monnaics et de leur diamétre.  *

= P
| roins ExAcT 3§ POIDS AVEC LA TOLRRANCE | §_§
DENOMINATION. on §=§ - — §§’§
3 SE=2 } T .
droit. e g'\’ En plus. En moins. |2 3%
o E -
r fr. ¢ RT. milli. gr. ar. mm.
| §0 » | 1200922 9 [ 12,02003 12,8774 20
F 20 0,45101 0,40451 6,463871 21
Argent
5 » |25 ¥ 25,075 24,025 a7
2+ |10 ] 5 (10,05 0,05 27
. » 5 .- 56085 4,975 23
75 3,75 } < 3,77625 7275 .
5 ) » 50| 2,50 1 2.517h 2,4825 is
§ \ s .95 |- 1,95 1o 1,2025 1,2375 - | 15
= | Billen
33 20 F o B 1 2,014 1,080 10
.L-m s alor
o T e e
» 10| 20 WM .31
v 5|10 | 10,2 saus 97
» 3 ] 20 - G,12 tolérarice | 25
s 9 § i,08 an-dessous. | 22
» 1 2 2,04 / »
| | B ‘ . I
e !

11 n'a pas été emis de piéees de trois quarls de francs ou 75 centi-
mes ; mais les piéces anciennes de 1 franc 50 centimes et de 75 centi-
mes, ¢réées par les lois du 28 juillet et du 18 aoat 1791, s'accordant
avece la division décimale de nos monnaies, ont conlinué a circuler.

_La refonte de toutes les autres piéces d'or et d’argent duodécimales
a été terminée en 1834.

Le titre des pidces de 1 franc 50 centimes et de 75 cenlimes es de
(8 deniers ) 0,667 avec la tolérance de (2 grains de fin) ou 6™ 9444,

Le poids exact des pieces de 30 sous ou de 1 franc 50 centimes doit
étre (a la taille de 2% ; au marc ) de 1057=. 1366, avec la tolérance de
(24 grains an marc ) ou 57 2083,

Le poids exact des pitces de 15 sous ou de 75 centimes doit ttre [ 4
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Ia taille de 48 H au marc) de Geram. /0683, avec la tolérance de (36 grains
an marc ) on 7™l 81245,

Les piéces de 10 centimes en billon ont été créées par la loi du
15 septembre 1807, On n'en fabrique plus, & cause des inconvénients
du frai et de la facilité de la contrefacon.

La loi du 7 germinal an X1 (28 mars 1803 ) ne porle pas criation
de pi¢ees de cuivre de 10 centimes (un décime ) ni de celles de 1 cen--
time ; celles qui sont en circulation, ainsi que celles de 5 centimes
awuent €é1é créées par les lois des 3 brumaire an 'V (24 oetobre 1796)
et 29 pluvidse an VII (17 féyrier 1799 ), aux mémes poids que ceux
qui sont indiques dans le tableau précédent; mais Ia tolérance était de
A0 grammes par k:lngr;mme. dont moitié en dehors el moitié en
dedans.

Les pitces de 3 cenumes et de 2 centimes, décrétéea par la loi du
7 germinal an X1 ( 28 mars 1803 ), n'ont pas été émises.

Il a souvent élé question de la nécessité de remplacer notre monnaic
de cuivre et de billon qui, gutre son imperfection sous le rapport de
T'art, offre Finconvénient d'étre de toute espéce de diamdtres, poids,
type et alliage , par une monnaie de bronze qui fat uniforme, en har-
monie avec le systéme métrique de nos poids et mesures, moins lourde
et moins embarrassante , peu altérable , exéculée avec toute Ja per-
fection possible ; ce qui la rendrait beaucoup plus difficile a contre-
faire. On s'occupe de nouveau de ce projet, qui vraisemblablement
recevra prochainement son exécution.

Pi‘oporlion de la valeur des mélawx dans les monnaies,

On désigne par la proportion d'un métal  un autre , Servant tous
deux de métaux , le rapport de la valeur d'un kilogramme de monnaie
du premier métal i celle d’un kilogramme de monnaie du second

métal.
Nous avons de]a du qu en France la proportion de For & I'argent

S S S o e da T L = 155 a 1.
Celle de l'or au hillol'l B S el o) S 62 a1
Cellede Vorau cuivreestde. . . . . . . .. .. 0. 620 a1
Celle de 'argent au billon estde. . . . . . oAl ook S
Celle de Pargent au cuivee estde. . . . .0, ... . & af.

Priz du kilogramme d'or et du kilogramme d'argent.

La retenue au change des monnaies pour frais de fabrication, déchet
compris,, ou la différence entre la valeur intrinséque etla valeur no-
minale, élait, du 17 prairial an X1 (6 jnin 1808 ) au 1= juillel 1835,

(el
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de9 francs par kilogrammed'or et de 3 francs par kilogramme d argent.
A compter du 1= juillet 1835, elle a été réduite & 6 francs pour I'or
et a 2 francs pour largent. °

. _mau tarif du A7 praivial an XL (6 juin 1803).

e SANS RETENUE AVEC RETENUS
- m' ol au pair- au change.
|| I‘r.- a.
0 { pur. . . 46 & G4 RIS I S 2
b ae0m. | 3100 - 3000 - s
. iy - -. 223 32 233 M8 .
A'E‘“"-‘{ Eooom_ 800 5 Ea 107. »

_ e ———_——_ e ———————
Tarif du 1% juillet 1835.
3

SANS RETERCE - AVEC RETENCE

CRILOGRAMNE- o
) ou au pair, au change.
B M e i | T
0 [ pur. . . J6EE A4 ik W7 T91 1177
Bl a900m. | 3100 . 3006«

- -'pur.-‘?;i-.---l-- “9g2 92 233 20 » s
Argent. [ 2 000 m. 00 = T —
Extrait de VAnnuaire du Bureaw des longiludes.

Fualeur aw pair des monnaies el aw kilogramme,

88. Faleur au pair. Le pair des monnaies est ce qu'il y a de plus
important dans les opérations de change; il est la clef de tout systeme
monétaire , et ce n'est que par lui qu'on peul résoudre toutes les dif-
ficultés de finance et de commerce qui ont pour objet 'appréciation
des valeurs. Dés Iinstant ou ce pair est établi, il est aisé, par un
calcul trés-simple , de convertir en monnaie d'un pays une somme
quelconque exprimée en monnaie étrangere , el réciprogquement.

Cette conversion résulte de la comparaison exacte du litre, du
poids légal et de la valeur intrinséque de I'nnité monétaire d’un pays,
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avec le litre , le poids légal et la valeur intrinséque de l unile mone-
taire d'un aulre pays.

Nous rendrons ceci plus sensible par an exemple..

Supposons qu'on veuille savoir ce que le nouveau souverain d'or
d'Angleterre, de la valeur de 20 shillings , vaut en nouvelle monnaie
d'or de France. Le titre (1) légal de ce souverain est 0,817 ; le poids
de 7¢,980855 ; celte piéce contient en matiére pure 7¢,31844075.

La piéce de 20 francs de France est au litre légal (2) de 0,900 ; elle
est du poids de 67,45161 ; elle contient donc 5¢,806449 d'or fin.

On fera la proportion suivante -

58,806449 : 20 11 7,31844055 : z = 254,2079.

Le souverain d‘Aagleterre vaut donc 25520¢ 7 en argent de
France.

Tel est le principe qui a servi & trouver le pair des monnaies d or
el d'argent du tableau publié¢ chaque année dans I'dnunaire du Bu-
reau des longitudes. o

Pour les pays étrangers , et surloul pour la France on ne se borne
pas, dans ce tablean que nous regretlons de ne pou\rm.r reproduire
ici, aux monnaies nouvelles ou courantes ; on a pensé que la connais-
sance des monnaies anciennes, dont il est question dans une foule
d'actes publics ou particuliers , ne serait pas sans utilité sous le rap-
port des inléréls privés, des finances, de I'hisloire et des recherches
numismatigques.

Il a paru surtout essentiel de donner le pair de la monnaie de
compte de chaque pays; car souvent cetle monnaie n'est pas réelle,
mais fictive.

1l n’a pas toujours été possible aux auteurs de ce tableau important
d'établir , faute de renseignements suffisanls , le poids légal et le titre
legal de chaque espéce de monnaie ; ils y onl suppléé par le poids et
le titre tirés des meilleurs ouvrages sur les monnaies, ou par le titre
moyen résullant de plusieurs essais.

89. Faleur par kilogramme aw change des monnaies. Les poids
variant souvent par le plus ou moins d’exactitude de la fabrication, et
chaque piéce ayant pu éprouver un affaiblissement de poids dans la
circulation , on a I'babitude, dans le commeree et aux changes des
monnaies, de ne les recevoir qu'au poids; il a done paru ulile aux
auteurs du tableau en question de donner aussi dans ce tableau la va-

1) Loi de novembre 1818,
(2} Loi du 28 mars 18038 (7 germinal an X1,
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leur du kilogramme de chagpe espéce de nﬁmg., ayec d’antant plus
de raison que cette valeur a éié modifiée par I'ordonnance du 30 juin
1835 et parJes nouveaux tarifs du prix des matiéres el des espéces
d'or et d'argent, publiés en exécution de cette ordonnance.

8i I'on remarque unewdce avec:le titre légal de .chaque mon=
naie et le titre porté au pour le kilogramme , cela tient i ce qu'il
est @' usage de ne porter, dans les larifs des monnaies, ¢ titre de
chaque W quavec la déduction de la lolérance et méme
de l'affaiblissement de mrenln a pu étre reconnu par des essais répé-
Lés ; sans celle déduction,, les entreprencurs de la fabrication pour-
raient étre exposés i une perte plus ou moins grande.

La différence entre les titfes Jogaux el les titres du tarif est moins
considérable , en général, pour I'argent que pour Vor, jparce que le
nouveau mode d'essai de I'argent par la voie humide, adopté en 1830,

a fait reconnall{e que l'ancien essai, a la coupqw accns'all un litre
moins eleve que le litce réel.

On a ajouté, aux valeurs des especes par tllomme celle des
ouvrages d'or et d’argent.

Le tableau ne donne pas la valeur d’tm kilogramme d'6r et d" argem
i loute espéce de titre ; mais rien n'est plus I'auilc que d’obtenir la

valeur @ un titre g ue]cong;e , 8 1 on considire qu'en général les va-

lenrs sont proportionnelles

Ainsi, parexemple, le ]n!ugmmme d "argent & 900 valant, au arif,
198 francs , comme'on I'a déji dit, si 1'on veul reconnaitre la valenr

d'un k:log:miﬁo on fait la proportion suivante :
000 1 198 22 950 : x — 200 fr, ()

90. Densités de quelques gas, celle de lair élant prise pour unité
Air gtmosphérique. . . . .. ... ORI
Gazofygine. . . .. Lok V51,1026,

e T SEE Al 'DVE0]
" hydrogéne. . . .. .. ... .. . 0,0888.
— acide carbonique. . . . ... ... L AL,5245.
— acide sulfareux. . . .. .. .. SRR - T
— ammoniague. . . ... L. oo RSOET .,
=i - : L

() Ettraih!-l'&nnmirz du Burcau des longitudes,

1

4 ndad

xS

T r——
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. Dem'_i_'& de WM'&AW‘. celle de l'air étant prise pour unite.
WL T SRS 0,6255
2GRN 0, L TP R P 1,6133
— _ d'éther sulfarique, . . . . .. .. 2,586
PR Py SRR S 1 6,617

92 Pnantam ‘spécifiques de quelques liquides, celle de Teau étant
; prise pour unifé.

Ean-distiNdai 5 (5amey e bms L S 1,0000,
Acide sulfarique ( huile dé viteiol). . . . 1,840,
Bkt mer- O e e SRt 1,2175
Vin de Bordeaux. . . .. . . - _ e 0,9939
Vinde Bo .o i 0,9915
I{u'ﬂS d'aliy B e B i i e b o@l&s.
‘Alcool absolu { espnl-de-un} ..... T e 0o

I WT R - | 047455,
2 ve (vilargent), . . . . .00 .- o I‘W.‘ -

93. Table des mmapmﬁm de cargatns oorps celle de leav
dtant 1. . 4

laminé. A 2?,6690

I-’htine_ passé a la ﬁhere. T ey AR

forge.............20'.3368.
A pun.ﬂe .......... ..o« 19,5000.
forél - < e 19,3617.
% | podw. ..o v 19,2581
Plomb tndi: v 5o 5 s o eie e o Face 11,3523,
Argentfondu. . . . ....... ..., 10,4743.
Cotmeenfil, . . o . v« - o e 8,8785.
Cuivre rongefondn. . . . .. .. .. .. 847880
Aciernon éeromiy . . . . . oo s oe s s 7,8167.
Feran barre: 25 e s sl oo e ke 7,7880.
Etsinfondn.’ =% L. . .. .. scneemies 7,2914.
T L e e S e 7,2070.
Zingfondu. . . . . . ee e e s 6,8610.
Rubisoriental, . . ... .% .. . S .. 42833,
Saphirorfental. . . . . . .. . 000 3,9941.
Saphiv du Brésil. . . . .00 3,18
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- ﬁpm rien € ";*-‘ i B deeTs "01%0 . e I.
TS T % e aie i e '." _i,";ﬂi"ﬂ 1 ¥ =
iamants les plmlom-ds. RS =T . . 3,_5333;_.
_ —-..;t-ar les plus légqm BB sy, ,Sﬂl&fﬂw
§ Morbre de Pargse v « < .. .2 h . s b 2,8876- T
' Cristal de lyqpe pur ............ 2,6530.
' Verre de Saint-Gobain. . . . . ... ..., 2,4882.
Purcuhma de Chlns ooy i warasdnd ines 2,3847.
: -~ Porcelainede Sévres. - . . .. vv.ae s 2,1457.
=' SOUDMMIIIR . - s <t et e d 2,0332
: T R R e e 1,9170.
oo RIS i o P e e 1,8740.
! Anthracite. . . . ... ... it So1,8
! Houille compacte. . . . . ... . o.uun 1,3292
; AN 15 TS i o Sk 2 0,930.
4 Bois de hétre. . . 5y e SRS o, 0,852
[ FRANG, « o= v (oo s B ey ) s 0,845
E X oo dramasanrls. - 6 i 3 0,807
LT =Bﬂil d"me- ................ o,m
E ROERiers s 0u 5 0% Fhasas a5 o0 S 0,783,
o e GBs v, . 0.705
‘Sapin jaune, . . . r‘f ﬂ*ﬁmw - 0,857,
- #1170 S R R ST e e - Ing’m_r_' =
Boig R CERIBo i G e o e N 0,598.
m‘“-m ] R TE A A 0‘56'.
Peuplier blanc d'Espagne. . . . . ..o 0,529,
3 Peuplier ordinaire. . . . . ... .. ... O 0888l S
e LS A = i o, 0240

94. Pour établir une liaison entre les lables qui précédent, nous
ajouterons que, d'aprés les recherches de MM. Biot et Arago, le poids
- de l'air atmosphérique sec, a la température de la glace fondante et
1 sous la. pression de 0=,76, est, a volume égal, = de celui de I'eau dis-
tillée.
Par une myenne entre un grand nombre de pesées, on a trouvé
qu'a zéro de lempérature et sous la pression de 02,76, le rapport du
poldsdelmrteelmdnmeﬂ:m est de 1 a 10366.

Qum problémes relatifs aux monnaies.
95, Premier probléme. L'or pur vaul, i poids égal, 15 fois et demie
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quadruplant la longueur d'un pendule, il mettra deux fois plus de
temps a achever chaque oscillation.

Probléme. Déterminer le rapport de la durée des oscillations de
trois pendules dont le premier a 784 millimétres de longueua; le se-
cond 1032 et le troisiéme 12967

Les racines carrées de 784, 1032 et 1296 sont 28, 32 et 36.

1¢ Si I'on prend pour unité la durée d'une osecillation du 1°* pen-
dule, la durée d'une oscillation du 2 sera exprimée par le nombre
fractionnaire 5% — 3 et Ia durée d'une oscillation du 3" sera expri-

: : e
meée par le nombre fraclionnaire /=T

2* Si on prend pour unité la durée d'une osc:llallrm du seeond

pendule, la dnréa d'une oscillation du 1e* sera marquée par la frac-
28

tmn ﬂ . etla dnrée d'une oscillation du 3° sera marquée par le
nombre fractionnaire S0 e S R T TR T
Bl =k -j :

3° Enfin , si I'on prend pour unité la durée d'une oscillation du
3 pendule la durée des oscillations d« deux autres sera exprimée
par les fm:twnsg et g:qm éga‘lent g ¢ g

Que l'on sache maintenant combien d'oscillations I'un quelconque
de ces trois pendules achéve dans un temps donné, on calculera faci-
lement le nombre des oscillations produites, pendant le méme temps,
par chacun des deux autres.

Probléme. Un pendule, dont la longueur est connue produit,
86400 oscillations dans un temps donné (dans 2% heures par exem-
ple); un autre produit , pendant le méme temps , 100000 oscillations :
on demande quelle est la longueur de ce second pendule ?

Aulre probléme. Un pendule, dont la longueur est connue, fait,
dans un temps donné , un nombre donné d'oscillations : on demande
combien feraient d’oscillations, dans le méme temps, deux autres pen-
dules, dont I'un aurait une longueur double de celle du premier, et
le troisitme une longuenr égale & la somme des longueurs du premier
el du second ?
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98. Enoncés de questions @ résoudre (1),

1. Trouver un nombre tel que, si on en rcirauelcﬂﬂ. le rcm,
multiplié par 13, égale 117.

2. Trouver un nombre dont les Qoiml dgavr auzr > da 140.

3. Partager le nombre 501 fr. entre deux pcreomm, de manidre
que la part de la seconde surpasse celle de la premiére de 73 fr.”

&. Un célibataire kmu en mourant : de sa fortune d son meu

les ? aux hdpitaux, ; AL ses doamuqm, et le reste, qui rormc la

wmm de 56789 fr., aux pauvres de sa commune : on demande
quelle est la valeur de la succession entidre, el quelles sont les
sommes recueillies par son neveu, par les hdpitaux et par ses do-
mestiques ?

5. 25 ouvriers onl fail 319 mdlru d'ouvrage : on dcmcm com-
bien 48 ouvriers feraient d’ouvrage dans le méme temps ¥

6. 70 ouvriers ont fait un certain ouvrage en 15 jours: on de-
mande en combien de temps 87 ouvriers feront le méme ouvrage >

7. Des-ouvriers onl fail 945 méires d'ouvrage en 25 jours : com-
bien faudra-t-il de jours d ces ouvriers pour en faire 3318 métres >

8. Deux ouvriers ont fait 2% métres d'ouvrage: combien 15 ou-
vriers feront-ils de métres d'un aulre ouvrage, en supposant que
la difficulté du premier ouvrage est d celle du second comme 5 est 4 6P

9. Les mises de & associés sont 700 fr., 1000 fr., 1500 fr.,
1900 fr. : le gain total est 9600 fr. Trouver le gain de chaquc as-
s00ié?

10. Les mises de 3 associés sont 200 fr., 500 et morr La pre-
miére mise est restée 5 mois dans la société , la deuxiéme 7 mois.
et la troisiéme 18 mois : le gain total est 53 fr. Quel est le gain
relatif d chague mise?

1. Combien la somme de T800 fr., placée d intéréts simples pen-
dant & ans, @ raison de 6 pour 100 par an, a-t- elle produit d'inté-
réts pendant ces 4 ans?

12. Un capital de 5830 fr. a é1é placé a intérél simple pendant
%5 mois, d raison de 5 pour 100 par an : que vaudra-t-il aw bout
ces de 45 mois?

(1) Nous engageons les éléves a se procurer les énonces des problémes de Saigey
ou de Ferber.
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13. Combien 7518 fr. payables dans 40 mois, valeni-ils en argenf
comptant? Le taux de Uintérét est de 5 pour 100 par an.
14. Trovver dmu combien d'années et de wmois, l¢ capilal

6265 fr. placé d intérét simple, @ raison de 5 pour 100, vaudra
7518 fr.2 x
15. Combien doit-on mer d’uocmpte en dehors. d raison de

6 pom' 100 par an , powr toycher sur-le-champ un billet de 6549 fr.

puyam dans 2 ans 9 mois ow dans 33 mois?®
3
!
|
h’

16. Combien 9600 fr. vaudront-ils dans 5 ans, ayant égard aux
intéréts composés, d raison de 5 pour 100 par an?

7. Combien la méme somme vaudrait-elle, av bout dwméme temps,
st les intéréts composés étgient de 6 p. ‘Iww{m au heu de5?

18, Que devient la somme de 5400 fr. piacée pendant 10 ans

i !lu‘réls composés, a raison de 5 fr.30 ¢, - pour 100 par an?

19. Que devientla mmsda&’ﬂﬁfr , placée pendant 6 ans 11 mois
d intérdts composés, d raison de & [r.75 c. pour 100 par an?

20. La somme ded800 fr., placée pendant 6 ans d intéréts com-
posés, est devenue 5432 fr. 46 ¢.: on demande @ quel taue elle élait
placée?

21. Quel est le W-pudaﬂkqwlkcapﬂalmﬁ.al do-
meuré placé d intérdls composés @ 6 pour 100 par an, pour de-
venir 8598 fr. 20 ¢.
© 22, Une personne place tous -Iummm de 700 fr. dont
elle laisse les intéréls s'aceumuler est 5 pour 100 par an:
o demande ce que devient la somme totale des placements aw bout
de 8 ans?

23. O« place chaque mois, pendant 9 mois, la somme de 2000 fr.
aw tanx de § p. 100 par an ou de O fr. 50 ¢. par mou que valent
foutes ces sommes au bout des 9 mois?

24. On vend quatre espéces de café : la premiére d' 3 fr.75e.
le kilogr.; la deuxitme d dfr. Tt e Ia troisiéme d 2fr. 59 c..etia
quatriéme a 2 [ri 17 ¢.; quel est | moyen?

25. La distance entre dewx objets a été mesurée (rois fois, et Pon
a suceessivement frouvé : d'abord, 1936m 012, ensuite 1935 943, ef
enfin 419357 872; on demande quelie est la distance moyenne ?

26. On a mélé 28 hectol. de vin & 59 fr. Uhectolitre, &3 hectol. de
61 fr. Uhectolitre; on demande quel est, d un demi-centime prés, le
prie moyen-de chaque décalitre dw métange?

27. On a deww espéces de frament ; celui de la premidre qualile
vawl 19 fr. Uhectolitre, et Pautre A7 fr. 60 ¢.; combien fawt-il méler
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@hectolitres de chaque espéce pour que chaque hectolitre de melange
vaille 18 fr. 10 ¢. g

%a de0.867; le second pésed s et
3 le troisiéme pése 2078 grammes, et umum
dé 0,896 ; onﬁemande combien il faut prendnb ﬂsqrammu dans
chaque Wt pour en former un quatriéme qui s0it aw titre de 901?

:'I‘)é,ﬁmu les mémes hypotheéses, combien. rait-il prendre de
grammes dans chague limgot, pour avoir un Imgol de 1200 gram-
wies qui sait aw tilre de 9012

31. Les dyes de deux frérves font mmnble 95 ans : celui de I‘nmé
est les 7 de celui du jeune : quel est Udge de chacun d'euz ™

32. U:u personne fait planter une file de 120 arbres éloignes les
ungs des aulres de 3 métreg, L' aunrm' employé d cet dwraye a mu

au pied de chague arbn.mwma terreau confenant ks 5

d'un métre cube, qwil a été chercher a 25 métres du premier arbre
on domande 1° la qucmn té de lcrrmu employée ; 2° le temps mis d

faire U'out i prier a travaillé T heures par jour
el que, % - .

33. Trois personnes partayml entre eHei son (43 [r.,de
maniére que la premiére en prend la moitié, la m:ondc le septiéme
et la troisiéme le reste ; combien revient=il & chacune?

34. Partager le nombre T346 en Irois parties, de
premiére soit d la seconde comme 13 d A7, ¢l que
partie soit a la troisidme comme 19 4 287

35. Un géométre célébre passa le siziéme de sa vie dans Penfance,
le douziéme dans Padolescence, ensuile il se maria, el passa le sep-
tiéme de sa iongue carriére, plus 5 ans, avec sa femme, avant d'a-
voir ew un fils, auguel il survécut de'd ans, el qui, lorsqu'il mourut, |
avait la moitié de 'dge auquel son pére parvint; comhen d’années
ce géomélre a-i-il vécu ?

36. Un , inlerrogé sur Udge de son fils, répond : mon dge
est le triple de celui de mon fils, el il y a dix ans qu'il en a €16 le
quintuple : quel est U'dge du fils?

37. Plusieurs personnes ont gagné enire elles la somme de 1521 [r.
Il y a aelant des personnes que chacune d'elies a gagné de franm
combien y a-til de personnes?
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Quantileés numériques incommensurables.

99. Dans les calculs oi il entre des quantités incommensurables,
ces quantités ne peuvent étre réunies que par voie d'addition, de
sonstraction , de multiplication, d'¢lévation aux puissances, de divi-
sion, d'extraction de racines; nous allons donc considérer, comme
type, ce qui arrive quand on veut faire la division de denx nombres
dont on ne pent avoir que les valeurs rapprochées.

Je supposerai qu'on peut avoir chaque quantifé incommensurable
isolée avec le degré d'approximation que I'on veut, et je vais chercher
adéterminer une limite que ne pourra dépasser I'erreurcommise sur
chacune des quantités employées dans V'opération, pour que le ré-
sultat final obtenu, différe du résultat vrai d'vn n mbre moindre que
la fraction donnée % <7 T

Je considérerai deux cas : 1° le diviseur seul est incommensurable ;
2 les deux nombres donnés sont incommensurables. i

Premier cas, Le diviseur étant incommensurable,, soit a diviser m
par B.

Le quotient exact est g et si 'on prend B par e'xch.s, le quolient
calculé est f‘:T' on demande que l'erreur commise qui est

m F-——-— soil moindre que! nous avons appelé ¢ I'erreur nu-
mé.ru[ue commise sur la quantité incommensurable B. Or, solt el'er-

LU
reur cherchée qu'on doit commettre sur B pour qu'on et et

B B4-e
moindre que 3 or on a, puisque w—r—, est le quotienl par
q 4 L] L] P Hlu B + 3‘ »
. AN mn m m
exces, Iarelahoni—h—__!—_—>—'—]~-—m. :

) B et
11 suffit de prendre B B+s< ou m(;. Soit B  un
nombre inférieur a B, ct par suile @ B¢, on a évidemmenl

_._r .mx' > B{B—I— ),doncsmnprcndulel qu{‘.:‘, <z @

fortiori aura-1-on B ;'_T_ D <}, on prendra donc pour Iimiu-
B
r(—
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Prenons poar e“-ﬁﬂ"g dont on veut avoir la valeur 4 l_iﬂ'ﬁm'

on demande combien il faudra prendre de décimales pour la valeur
9

approchécda' x; or, on prendra = & I'approximation % 0u 1356
ou '(1';5" par conséquent il faudra prendre = & 'i?ﬁ preés.
= i

Deuziéme cas. Soient A et B deux nombres incommensurables
on veut diviser A par B.

Je prends A par défaut et B par excés, onan>m, soit ¢
Verreur qu'on doit commettre sur A et B pour que I'erreur commise
y 2 : A—e  A—e¢ :

sur le résullat soit <3,or.(mu5-q_—_,_>§:_—;. d'ou on aura

A A—c>
T BFe” B FF"
qui_est V'errenr commise. 11 suffit de prendre ¢ tel que

A A— :

Soient A’ et B' deux nombres plus grandl-‘w_a.u B, B" un nom-
bre inférieur 3 B, et par suite 3 B4-¢, on a A'+B>A - Bet

i B G oo g, e[A'+B) _ e(A4-B)
B” X B ou B"* < B(B-}-¢), donc on aura :-— >B(H-—|—c]
donc si nous prenons e lel que M{ ~, @ fortior:
e(A+4B)
B }< .unprenddoncs<——_'|_—s.-3(]eszpourcecn
la limite de I'approximation avec laquelle on doit calculer séparé-

ment A et B. Soit comme application l-/——i 100 Prés:

3 9 1
\/17 el =, chacunal’ appronmalmn I — 700 — 700N

> .
On voil qu'il suffit de calculer V17 et =, chacun 4 0,01 prés. T ré-

sulte de la que dans la division -'E quand le diviseur seut B estincom-
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mensurable, il faut prendre ce diviseur par excés a I'approximation
B"* -

—i o0 représentant B’ un nombre inférieur i B,

Dans Ia dmson f;- si A el B sont incommensurables, on prendra
: . [T ) - . Bhs
A par défaut, B par exceés chacun a I'approximation AEB) (1),

Démonstration démentaire dw principe que (i +n 5) est moin-

dre quo_(i -‘-}-fi)'u, au_ moyen duquel on -prouve que s un

naombre est ﬂwgpmdfm Punité on peut frowver Uindice d'une
puissance telle qu'en elevantice nombre d celle puissance, le
résultat soit plus grand que loule quantité donnée (2).

100. Soit I'identite

‘+E =1 +-R-1 s ATty

dans lqwle'jem rci'u(: -é-; est une 'ﬁagﬁoﬁh’?pmpl;émm dite,

Si é::estm nouvelle fraction proprement dite,, il est clair que le

produit (1 +fi;) i}:_gera plus grani que ]-;—E ; done, si I'on ajoule

aux deux membres de I'identité ci-dessus ces deux quantiles inegales,
on obtiendra l'inegalite suivante :

$oot 1 it 14,7 a4
‘+ET":TI?<'+'IT‘+(1+ET) g <(t+x) (1 +x)
Si ?ﬂ est une troisiéme fraction proprement dite , on se convain-

cra de méme que le produit (l - l%) (1 - fi) est plus grand
1

que‘%: Ajoutant ces deux inégalités aux deux membres de la pré-

\

(1) Extrait dos Nowvelles Annales de mathématiques, tome I, page 249, par
M. Guilmin.
{2) Extrait de ouvroge de M. Wallés.
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cédente inégalité , et réduisant, on en conclura inégalité suivante :

b () () ().
En général , si cette mmmmmgpwﬂm
&W de telle su?qnon ait

’+T,+r:'*--+m+;._, (1+x (t+;"} (1+g5)

je dis qu'elle subsistera aussi pour un nombre 1.
Il est évident , en effet ;'qm la nouvelle fraction ii- sen‘_mmﬁre
n
que le produit
13
'+i-) (1+Ka,) ( +Ku—1)ll y
I'inégalité précedente subsistera done toujours, sil'on a:oute = ésou

premier membre et le produit ci-dessus au second : exécuhnl ces
additions , et réduisant en seul les deux termes du second membre ,
il vient :

{4 q ) 7 IR
1 - an g = F s U
x xa*ﬁ-t«zémﬂ%mlnk‘., +5)-- (145
ce qui démontre qu'en effel la propriété ci- dessn:séi’t_vi‘aie pour #
fractidns, si déja elle I'est pour n— 1. Or, nous en avons démontré

la vérité pour deux et pour trois; il s'ensuit
_ Cela posé, supposons que toutes Ies fractions

entrelelles, et représentons-les par ~ 5 dans ce cas, le premier mem-

bice:: e 'inkgalits tgirébédents denmdu (i-{-ui).et 16 soeond

mmbreprendnh forme (1-]— ) ; on aura donc, comme nous
Vavons anoncé ,

Tw;".’-,._ | 4+né< (1+ d)' by

11 est facile de phm:r que cette pruponnén est encore vraie lors
que e‘i&n&mf : o
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En effet, prenons I'identité suivante
K. » -4

P 3 . e —
la qnsnu%:mplmgundequ le produit (I _fi) z;.doneen
retranchant ces deux quantités dans les deux membres de identité
ci-dessus, on obtiendra I'inégalité
1 1 1 Ay
—x-g<(-g) (1 —g):
el en répélant le méme raisonnement que ci-dessus , on arrivera au

résultat suivant :

s _-K_."_"""K <(t-g) (t-g)(1 &)
Supposant donc que toutes lﬂ&uﬂonsmaplu entre elles et

; i g >
qu’on les représente par g, celle megalue se change en celle-ci :
o Ts¥ s Bt o o - -_‘*“"G i

R G

Clest ce qua voulions démontrer.
Compléments arithmétiques.

101. Dans les caleuls logarithmiques , on est conduit souvent i re-
trancher un logarithme d'un autre ; or on peut remplacer la soustrac-
tion & effectuer, pour la détermination du résultat, par une simple ad-
dition, en employant les compléments arithmétiques: On appelle
complément arithmétique d'un logarithme ce qui manque a ce loga-
rithme pour faire 10 unilés; en d'autres termes, c'est le résultat
qu'on oblient en soustrayant ce logarithme de 10, et cette opération
se fait trés-facilement , et , pour ainsi dire , d'aprés I'inspection des
logarithmes. Le¢ complément arithmétique se désigne par Ct. arit.
qu'on place devant le nombre dont on veut chercher le logarithme ,
ainsi on a Ct, aril. 7,9308473 =10 — 7,9308473, et, par conséquent ,
pour obtenir le résultat, il faut retrancher le dernier chiffre significa-
tif a droite, de 10, et chacun des autres chiffres de 9 ; done, dans
U'exemple précédent, on aura Ct. arit. 7,9308473=2,0691527.

Dans le cas ot le dernier chiffre a droite du logarithme est un 0,
il faudrait retrancher le premier chiffre significatif 4 la gauche de ce
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z2éro, de 10, et les autres chiffres & gauche, de 9; ainsi, Ct. arit.
8,3405700 =1 %m

Supposons. qu'on ait 4 soustraire de la somme des qnﬂ.re loga-
rithmes L, L', L", L" la sommeduteg‘i‘l.gn‘tru logarithmes [, I', !‘,
el désignons par Dla diﬂﬂﬁu. ona

D 0u EPEEL F L= 04 I e
=L L' L 4 L4140 — (410~ 410 — ' — 30,

on D=L L' L'+ L7HC i€l Cr U~ 30.

D'oii Pon déduit cette rigle générale :

On prend les compléments arithmétiques des logarithmes a sous-
traire ; on fait la somme de ces compléments et des logarithmes
dont il faul soustraire, puis on retranche de la caracléristique du
résultat autant de fois 10, on autant de dizaines qu'on a pris de com-
pléments, et on a pour résullat la différence demandée.

Supposons maintenant qu'on demande de trouver le nombre cor-
respondant & un logarithme affecté du signe — ; ainsi soit donné le
logarithme — 082074 , on demande le nombre correspondant.
Soit N le nombre correspondant au logarithme 0,82074, I'on aura

log  —— 082074, or on sait trouver log N =0,82074. Suppo-
sons que N=6,6181, d'oit le nombre cherché %— a pour valeur

6.6181 Bial go181 — o511

D'on, pour trouver i quel nombre correspond un logarithme affecté
du signe — , on cherche d'abord & quel nombre appartient le loga-
rithme , abstraction faite de son signe, puis on divise 'unité par le
nombre obtenu , le quotient est le nombre demandé. On peut encore
avoir recours & 'arlifice suivant: on mel le logarithme — 0,82074
sous la forme 4—0,82074—4%, ce qui revient & augmenter et dimi-
nuer & la fois le logarithme proposé, de 4 unités; il vient
45— 082074 —3,17926 — 4.

Or on a, daprés les tables , 3,17926 = log 1511, d'oi

3,17926 — % = log 1511 — log 10000 ,

et , par conseéguent ,
1511
0,82074 = log ooo

Soit encore i déterminer le nombre correspondant au logarithme
— 2,35478.

= log 0,1511.

-
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D'abord ce logarithme élant c_ompris enlre — Q et —3, le nombre
eorrespondam est compris entre 00 el _‘.ﬂi ‘Mais pour en
* obtenir la valeur daprés le second mogan, on met le Ioganlhme sous
la forme 6—2,35478 — 6 = 3,64522 — 6 ;
oron a . 3,64522 =log 4417.9 ;
' i sk 7Y
done 6—2354T8 —6 ‘ou —2,35478 - log 1000000 °
ou hien; — 2,35478 = log 0,0044179.

Le second moyen consiste donc a retrancher le logdrithme proposé
d'autant d'unités, plus 4, que la caracléristique en renforme ; i deter-
winer le nombre correspondant au résultat ainsi obtenu; puis a divi-
ser.ge mmhre par Funité. suivie d'autant de mt’ns qn on aété abllse
de prendre d'unités pour effectuer la soustraction’.
g s v oer) S sl D .
Logarithmes négatifs ou Iogartfhmex m@“‘ o
G SR 3 S

102. Dans les logarithmes des nnmbres. nous n'avo

la progression par quotient croissante & linfini
: oo e o=21:10:1100 11000,
et la progression par différence correspondante

=0.1.2 3
Or, si maintenant on suppose que les deux progressions vont en.
décroissant, on aura la progression par quotient décroissante 5
Aol iz2 4 ' :

=107 400 ¢ 000°
ella prugress':w‘n par différence correspondante _
0. —1.—2 =3 " e

L'ensemble des deux premiéres progressions est composé de ler-
mes qui comprennent tons les nombres plus grands que unité et leurs
logarithmes.

L'ensemble des deux autres progressmns est compog de lermes qui
comprennent tous les nombres plus petits que 'unité , ainsi que leurs
logarithmes, ceux-ci n'étant autre chose que les logarithmes dela pre-
miére partie , précédés du signe —, lequel sert a distinguer les loga-
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rithmes des nombres plusgnnda que 'anit’ | des Iog'llhmes corres-
pondant aux nombres p!ﬂ pems que 'unité.

Les nombres précédés du signe — sont appelés, en algébre, nom-
bres négatifs par opposition aux nombres ordinaires qu'on appelle
nombres positifs ou absolus, -

La considération des nombres uégatilh dans 1a théorie des loga-
rithmes est aussi indispensable que celle des nombres positifs , puis-
que c'est par eux seuls qu'on peut exprimer les logarithmes des frac-
tions. Cela est si vrai, que dans I'hypothése , trés-admissible , ot I'on
aurait d'abord établi le systéme des deux progressions

g 1 1 i
“10 © 100 °© 1000 -
I A TARRS
(auquel cas toutes les fractions auraient m& losm!llmeo pmhﬁ et
d’autant plus grands, que les fractions eussent é1¢ plus petites). Les
logarithmes des nombres de plus en plus grmds que I'unilé, savoir
1, 10, 100, 1000, et tous les nombres compris entre eux auraient élé
nécmurmlrepréuntéswkm des nombres négatifs

O'-—-‘l -—3-—-3

et tous. Ics namhres compqs enme ceux-ci.

Nous allons maintenant indigher comment on peut obtenir le loga-
rithme d’une I'rncuon propremm! dite et comment un logarithme
négatif étant donné , on peut obténir le nombre auquel il correspond.

Je dudabordqné le logarithme d'une fraction est égal au loga-

Lb

rithme de la fraction mgfrﬁe; pris avee le ane—- 80it
fraction, ona a<Ch, jedisqu'ona 108____1035;.“‘.&%

; a s
anaéndzmmlaai.a. d'ou l§5,3=log_l-1|osa

or log1=0, done log g= —’082-_

D'oi Pon peut élablir cette régle :
Pour obtenir le logarithme d’une fEaction on soustrait le logarithme

du numérateur de celui du dénominatear, et on prend le résuliat
avec le signe —.

iRkl s a4 |

Y™
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APPENDICE.

103. Complément numérigue. On peut , dans un grand nombre de
cas,, tirer parti de la_propriété du Wt ‘numérique, pour

Le complément numénque est mﬁ.mt nonler a un nombre
pour que ce nombrethnem égal 2 10, WMNHM on i

pléme ! prenat bparllrdela
guc]m In d:ﬂ'érence de chacun des cl.uﬂ‘res de ce nombre avec le
nombre 9. Toutefois , Ia différerice de son dernier chiffre significatif
de la droite se prend avec le nombre 10. .

“Tout chiffre significatif pouvant se trouver 4 la derniére place de
la droite, a deux compléments, I'un &9 et Pautre & 10.

Si lé nombre dont on forme le eomplémaut est terminé par un
par ptunienruém ces zéros doivent dtre mis i 1a droite de la série
de differences partielles que I'ona obtenues. .

FExemples. Le complément de 8 est 25 celui de 56 est 44; celui
de 347 est de 653; celui de 8965 est 1035; celui de 7086400

104. Multiplication par les compléments.-Régle a suivre. 1° Placez
les deux facteurs I'un au-dessous de l'autre, de maniére que leurs
unités de l'ordre le plus élevé se correspondent; 2° aprés les avoir
ainsi disposés, écrivez, i la suite du multiplicateur, autant de zéros
quily a de chiffres au multiplicande ; 3° formez & colé les compleé-
ments des deux facteurs; 4° multipliez ensuite le complément du

(*) Ce qui est compris entre le n0 103 et le n® 107 appartient tout entier i M. Mer-
pant, ancien professenr de mathématiques Jdes colléges de Saint-Briene etde Vannes.

M. Merpaut est un-arithméticien profond, a qui 'on doit beaucoup de travaux utiles.
A, B,
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multiplicande par celui du multiplicateur, et portez les produits par-
tiels, & mesure que vous les formez , au-dessous des zéros qui font les
tétes de M en ordonnant ces produils entre eux comme a
I'ordinaire ; 5° additionnez le tout. La somme que vous obfiendrez
sera le produit que vous cherehicz, en y supprimant I'unité qui s'a-
vance a droite. Qﬂoﬁé se reproduira dans toutes les multiplica-
tions faites de cette maniére ; mais elle devra Loujours anmée,
comme ne devant pas faire partie du résultat.
1er Exemple. Soit & multiplier 9867 par 987.

Disposition du caleul.

9867.......... 0133, complément du multiplicande.
9870000..... 013, complément du multiplicatear.
39 ;
133

Produil.... 19738729

2 Exemple. Soil a mulliplier 7965 par 689767
~Disposition du caleul.

7865.......... 2135, complément du multiplicande.
689760000... 31024, complément du multxplimteur
.,f,;.4__:;-,,.;w et s T
5270 oy ‘-.‘1 T——
21356
6405

Produil.... 552496250

~~~~~~~~

3° Exemple. Soit a former le carré de 89942
Disposition du caloul.

$9940000... 1006 } GMEPIRI.
6036
1006

Carré.... 180892036

Remarque. Le procédé indiqué procurera toujours le produit
cherché; mais ce procédé n'est avanlageux qu'autant que les complé-
ments des factears sont exprimés par des chiffres moins forts que
ceux (qui représentent les facteurs proposés,
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Preuve trés-commode de la multiplication. Multipliez celui des
deux factenrs que vous voudrez par le complément de l'autre; et
ajoutez le produit que vous obtiendrez au produit que vous a donné
la multiplicalion que vous voulez vérifier.

Si cette premiére multiplication est bonne , et que vous n'ayez pas
commis d’erreurs dans la seconde, la somme sera égale au facteur
ainsi multiplié , suivi d'autant de zéros qu’il y a de chifires dans
I'autre_facteur. '

Vérifions par ce procédé le produit de 6743 par 867.

Disposition du caleul.

G743
§67...133, complément de 867
—
47201
- 40488
53944
Produit.... 5846481
T o SN,
20229
6743
Preave .. 6743000
105. Division par les compléments. Toules les fois que le diviseur
sera composé de chiffres forts ou de moyenne grandeur, le calenla-
teur trouvera un double avantage & suivre le procédé qui va étre in-
dique.
1= Exemple. Soit 70619835 a diviser par 8979,
Disposition du caleul.

706198305 8979..... 1021
74 &7 7365 '
771668 :
8168
858363
6126
6A4B95
6105
50000
Régle a suivre. 1° aprés avoir posé les termes de la division comme
on le fait ordinairement, formez le complément du diviseur, el por-
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tez ce complément & edté ; 2¢ aprés avoir mis un premier chiffre au
quotient, vous le Mam en ajoutant au premier dividende partiel
le produit du complément du diviseur par ce chiffre. Celte addition
faite , séparez par une virgule le premier chiffre de la gauche de la
somme oblenue.

- Si ce chiffre que vous avez ainsi séparé est le meme que celui que
YOus avez mis au quotient, et si, en méme temps, les chiffres qui
restent & la droite de la virgule composent un reste moins grand que
le diviseur, vous pouvez étre sar que le chiffre que vous avez posé au
quotient est celui qu'il y fallait mettre. Mais si le chiffre mis au quo-
tient est plus fort que celui qui se trouve  la gauche de la virgule, il
est trop fort. Diminuez-le d'une unilé et faites de nouveau I'addition
et la multiplication preserites. Si ces opérations aménent les mémes
circonstances, diminuez d'une nouvelle unité le chiffre mis av quo-
tient ; continuez a le diminuer ainsi, d'une unité a chaque fais, jusqu'a
ce qu'il soit égal au chiffre qui est i la ganche de la virgule, et que les
chiffres a la droite de cette virgule restent, en méme ‘temps, moins
grands que le diviseur.

$i, au contraire , le chiffre mis au quotient est moins fort que celui
qui- es! ala gauc]m de la virgule , ce chiffre est trop faible : augmen-
tez-le d'une unilé, et employez les mémes moyens de vérification.
Ces mmm les mémes circonstances, c'est-i-dire le
chiffre mis au quotient, en second lieu, est-il encore plus faible que
celui qui est & la gauche de la virgule , augmentez-le encore d'une
unité, et ne discontinuez de I'augmenter (d'une unité 4 chaque fois)
que lorsqu'il sera égal a celui qui est & la gauche de la vicgule.

Une fois que le chiffre mis au quotient est bien vérifié , les chiffres

qui se trouvent & la droite de la virgule composent le reste qu'aurait
procuré la division ordinaire. On descend & cdté de ce reste le chiffre
du dividende total, ce qui procure un second dividende partiel, sur
lequel, ainsi que sur tout les suivants, on se comporte de la méme
maniére que sur le premier. -
- Observation.On a porté, an-dessous de chaque dividende partiel, le
produit provenu de la multiplication du complément du diviseur par
le chiffre mis au quotient; mais, de méme que, quand on opére par
I'ancien procédé, on peut faire en méme temps la multiplication et la
souslraction requises, on peot aussi, dans la nouvelle méthode, faire
simultanément et commodément la multiplication et T'addition
prescrites.

Exemple. Trouver, a un cent-millioniéme d'unilé¢ prés, le quotient -

de 8783659 par 97867

e i sies LB AL ) i
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Disposition du calcul.
8783659 9786...... 0214
895485 897, 57998324

974119
756470
572400
7,38 980
396220
-~ 9,81460
8,34720
3,23620
240480
i,1330

Remargue. Les chiffres séparés sur la gauche de la somme donnée
par les additions qui servent a r&ﬁ&ul& tient étant la répétition
exacte des chiffres du quotient , on W garder
dans la pensé¢, au lieu de I'écrire réellement a la place destinée au
quotient, le chiffre qu'on soumet & Iessai; et, alors, Iappareil de Ia
division en serait d'autant simplifié. s

Si I'on adoptait ce mode, qui est tout a fait rationnel, on auraitsoin,
quand la division des entiers serait terminée, d'indiquer cétte eircon-
stance par un signe de pnmtuahnnplns fort; par exemple au moyen
d’un point et une virgule, comme on 1'a fait ci-dessus. Cette ponctua-
tion ferait connaitre o finit la partie entitre et ol commence la partie
fractionnaire.

Preuve de la division par complément. 1° mnlﬁp'lie: le quotient
que vous avez obtenu par le complément du diviseur ; 2 ajoutez le
dividende au produil que vous obtiendrez.

La somme contiendra toujours, quand la division aura été faile
exactement, un nombre de chiffres marqué par le nombre des
chiffres du dividende , augmenté du nombre des zéros mis a la suile
des restes pour avoir des décimales.

Quand la divisien n'aura point donné de reste, la somme sera égale
au quotient suivi d’autant de zéros qu'il y a de chiffres au diviseur.
Lorsgue la division aura procuré un reste, la somme obtenue présen-
tera deux séries de chiffres & la suite I'une de I'autre. La premiére ,
celle du coté gauche, sera le quotient lui-méme. La seconde, celle
de droite, sera le reste de la derniére division partielle, Quelquefois
ces deux séries sont séparées par un zéro et quelquefois par plusiers;
mais toujours de telle sorte que la premiére offre le développement
de tout le quotient,, et la seconde celui de tout le reste.
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- Prewve de la premidre division.
Produil de 7865 par 1021..... 808 0165
SDIVIdEnde. .. .....erens wi fee 7061 9835 9835
- Preuve de la seconde division.
Produit de 89757398324 par 0214..... 1020808324 1336
Dividende suivi e 8 zéros..... ........ 87836590000 0000
. 89757398324.1336

106. Complément de complément. Le complément de complé-
ment est le complément numérique d'un résultat’ obtenu en opérant
par compléments , d'une certaine maniére.

La propriété du complément de complément permet de combiner
I'addition et la soustraction.

Régle & suivre. 1° écrivez d’abord les uns sous les autres, tous les
nombres 4 soustraire. Soulignez le dernier ; 2° écrivez ensuite au-
dessous de ce trait tous les nombres dont les premiers nombres doi-
venl dtre soustraits ; 3° au-dessous de ces derniers nombres, écrivez,
en l'avancant d'une place vers la droite, un nombre composé de
chiffres qui indiq mtrggpechmmm combien il ya de nombres d'un,
de deux, de trojs, de quatre.... chiffres parmi ceux dont les autres
doivent étre retranchés: Soulignez; & cela fait, additionnez les
nombres qui sont au-dessus du premier (rait avec les compléments
de tous ceux qui sont au-dessus du second trait.

La somme que vous abtiendm sera la wmplémenl du reste que
vous cherchiez.

Ler Exemple. Relrancher la somme des trois nombres 451 , 732
et 245 de la somme des deux nombres 986 et 789.

Disposition du caleul.
451
732
243

789
2(%)
Complément du reste..... 2653
Reste réel...........c....... 0347

(*) Le chiffre 2 indique que les nombres desquels les aulres doivent fre sous-
traits sont au nombre de 2.

A Eiat el b
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2« Faxemple. Unnégociant a vendu 2 diverses reprises 7343, 1256,
873, 517, 119, 615 kilogrammes de marchandise : il avail emmaga-
siné 9749, 7768 , 5895, 697, 975 kilogrammes : combien reste-t-il en
magasin ? : :

Disposition du caleul.
7343 kilo.
1250

873

547

119 |
. 615

9749
7768
5895

Quanlités vendues.

2k t&eeequimle 86689
ReSte TE€).v.vevisuesesrsecanrenes 14361 Kilo,
arque. mwmum “exéitices 1a recherche de fa
démonstration des différents procédés de caleul qui viennent. d'étre
indiqués.

Fractions continues.

107. Pour avoir une idée plus précise d'une fraction , on cherche a la
comparer i une fraction dont le numérateur est'l'n ni . mll. Pammple

1
— , en divisant les deux termes par 7, on trouve =.

Nest-il pas naturel de chercher a effectucr une semblable opération
sur toute fraction ordinaire ¢

7 : 7
Prenons la fraction 757 en divisant les deux termes de = par 7, nous

trouvons 1_‘5 , ou en effectnant la division autant que possible, nons

1

1 ” 5 Ok R B ey
trouvons = en néghsuuﬁ; nous avens la fraction 3 ainsi = dif-
24 :I'

(*) Le nombre 32 indique quil y a trois nombres de quatre chiffres ot deux de
trois, parmi coux qui désignent les quantités emmogasinées.
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1 3 3

1 : = :
fere peu de = Au liea de prendre 2 pour quotient, mous pouvions

: BT | S 1
prendre 3, la fraction fat devenue g ainsi -ﬁ?t c@npm m.i_et- 5

1 b 5
5 11ous pomvons opérer sur 7

Mais prenons la fraction elle-méme

e
7 = 1 : 1
comme nous 'avons fait sur 7o Dous obtiendrons 70 on bien —
: i 142
§.0 > T :
remplagant 7 parsa valenr, nous trouvons pour i v puis
24 —
r 2
& ks
5
opérant sur ; comme sur les fractions °et » mous trouvons - egal a
;= l 'd°"“"ﬁ”i?6=i_1
3 3 A
14—y
243

Cette fraction est dite une fraction continue.

11 est évident qu'en Mm ou_unu on peut revenir de
cette fraction conlmne i une fraction ordinaire ; soit, pour exemple, la

fraction continue —_i , c'est en remontant que nous trouye-
(g
b+ —
642

rons Ia fraction odinaire, et dabord 0.+ 3 est dgal & "o, cest-i-

T e cx B
dlre-s—;amnonudé];——

s
204-31 51 1
i+ stq-l + e on a done =’ mais 1 divisé par
T4 — .
=3 51
v o

--e.ulégall .onadomponrhfncuan

1 5 Z
a.or1’+ 5 est cgal

42
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2 it 1
4 — 5 on-T ona asnemm,nhhen-—- pour awaleur
: ey 1
aenmmm’_i_
T4 —
¢
b,
O 2.
N e f~&-1-4
Donnons les définitions; les fractions Ot nomment frac-
Mhdgrn!u; Iud&nom!,‘,b,imtluqmm incom-

1 1
, ou bien — .mu’h-——
74.% -ﬂ-’_..l -r.FsL:.a
S o+

hdﬁmnrdmams cgales & ces fractions continues §¢ ontment des
réduites (1).

Formation et propri 'wmw*‘ s
thfnmmmn

a-l--—

=
e+ —,
d4—
‘+f,__

..+__ :
p+— .

Loi de formation des réduites. Ou a pour les deux premiéres réduites

1 abt : oy -
a—d +3 _bl 11 est évident que pour avoir la troisiéme, il sul-

(1) Les fractions continues ont une trés-grande importance dans les mathémati-
ques ¢levées; e, d'aillears, comme elles doivent dtre comprises pour la (heorie des
logarithmes considérés ’une manidre algébrique, nous les plagons 4 la suite de
Varithmétique, parce que les ¢léves de I'école contrale des arts et manufactures
auront, en un seul volume, loutes les parties de Farithmétique,
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fit de metmﬂnns lntm":!- = au lieu de b, et il \nﬁt -L‘- =
- Aate
(++ ')+t :
alb+4 - — ;
— to L Lon obhendm la qmn'ﬁm“ chm:gemlt ¢

1 be+1
b+-—

enc-i- el:anmonpaum les obtenir toates.

0 est facile d'apercevoir la loi de la formation de ces réduites; car la
troisieme peut se former en multipliant par ¢, les deux termes de la se-
conde , et en ajoutant an numérateur, le numérateur de la premiere; €t
au dénominateur , le dénominateur de cette premiere. Il s'agit de savoir
si cette loi est générale. Elle est vraie pour trois réduites consécatives.
Nous allons démontrer qu'elle est vraie pour la quatriéme.

r R

Soient T -%.ﬁ. trois réduitesconsécatives pourlesquelles la loi est vraie;
R

soit m le quotient incomplet correspondant .‘ﬂ?' onaR=Qm+P, R

=Q'm+ P, Soit !-h fraction intégrante qui mtapa m, on aura la
mmmﬁ..mmqwm+ da.nsl‘erpramon&cn

Q(m+ J+ SA2Qn+P)+Q B.-.+Q :
Q.(m_,_ )-i-l" H(Q'N-I;P,')-tl-‘_‘}’ Rat+Q'"

formée d'aprés la loi indiguée, et ainsi généralement = chaque réiduite, &
partir de la troisitme , s¢ forme en multipliant par le nowveaw quotient ,
chaque terme de la précédente , et en ajoutant & ces produits les termes res-
pectifs de U'autre précédente.

Les nidmlu sont alternativement plus petites et plus gnndu gque la frac-
tion continue.

La premiére a est plus petite que la fraction, puisque I'on néglige toute

on aura Cetteréduiieest

¥ . = = 1
la partie fractionnaire qui suit. La seconde a + ; ot plus grande, puis-

que le dénominateur b est plus petit que dans la fraction continue. Le
méme raisonnement s'applique aux réduites suivantes.

La différence entre deu viduites consécutives , est égale & l'unité divisée
par le produit des diuomiumm dc ces réduites. — La différence entre les

deux premieres est a -I- 3 ;-'-_ > Or, je vais démontrer que la diffe-
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rence entre ‘deqx. réduites consécutives, est égale, abstraction faite du si-
gne, @ un nombre constant divisé par le produit du dénominateur de ces
réduites. Ce nombre constant sera évidemment I'unité,

P
Prenons trois réduites mmémiv*,—,, %-. ;i,. on a par la loi de for-

mation :

a Qm + P Q
Q,H.Plamﬂétmmmm ces réduites , sont : Q'

P’Q—PQ' R Q Om+P Q PQ-PQ
B (U Vi (7% Tl o . Le dénominateur est
toujours le produit des dénominateurs des réduites, et le numérateur,
qui est le méme au signe pres, sera:
 PQ—PQ==%1;
on prendra le s:gne +sila réddhg retranchée est de nng impair, et le
signe — dans le w contraire.

= —_n__‘__

La différence I Q' est plus gnmdn que l erreur commise,, en prenant

dlmnmimleun augmanlenl jusqu'a I mﬁm donc un pourra pmﬁ&(c des
réduites qui donnent la valear de la fraction avec une approximation dé-

Les réduites farmées suivant la loi indiqude, sont des fractions irréduc-
tibles.

P

Soit T une réduite. Supposons qu'il y ait un facteur p commun aux
deux termes ; mais alors p devrait diviser PQ’—P'. ce qui est impossible
puisque PQ'—P'Q = = 1.

Chaque rédm‘u est plus approchée de la vraie valeur, que la mfmm pré-
cédente. Q

R m 4 P
la frac-

Nous avons tronvé = QD : mr avoir la valeur = de la frac
tion continme , il mﬁt de remplacer m par m -1, etc..... Je représente
cette partie par y, et jlaurai ;

Q +P

TR =
jecherche la différence entre @ et deux réduites —:g",.mmécnﬁ'ves.eﬁ
j'ai
_P_Qy+P P _y@Q—TQ)
ETRTR TP P (Qy + )
Q_QU+P Q @EQ-PQ

0=

TP T QT Q)
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Mais on a PQ' — P'Q ===1 ; et ainsi ces différences viennent a
- p +y v Rl
PR &
. g =0
B Tz )

Or y est plus grand que 1, puisque c'est un quotient complet ; et Q' est
plus grand que P'; donc la denxiéme différence, abstraction faite du si-
gne, est moindre que l'autre Cmpuwhqulqrédmtuwnttm_
lées fractions convergentes. ¥

Lorsqu'on prend une réduite pour la valeur de la fraction continue, U'er-
raur est moindre que U'unité divisée par le produit du dénominatenrde cettc
réduite et de la_suivante, ot elle est plus grande que Uunité divisée par le

produit du premier démiua(mr » multiplic par la de ce dé
teur et du suivant. ;
1
P t ladifférence , il i |
renan :_Q' TPy’ est évident que y estplus

grand que m, et moindre que m 41, done :

0 1

r7m<f@ﬂ$;

Q 1
Q'> Q'{Q‘(m+|)+P’J> Q( Q'm-t-P'+Q‘)

"”ﬁ? qm'-p-Q’)

Chagque réduite donne la valeur de la_fraction continue, MW-J’ ap-
proximation que toute fraction qui aurait un dénominateur moindre,

Reprenons deax réduites mmécnnuf%.l m? une fraction irré-

ductible, qui donne x plus exactement qn.o-:;—, comme x e.st mF et

r—

Pl
conde que de la premiére. On aura donc, abstraction faite des signes des

S
dlﬂamnces&—— F’<g’ :,nuﬁﬁi(p{-,m;ﬂ"—#? est an

moing 'égal a1; il faut donc que p'P’ soit plas grand que P'Q’, onp'> (',
et ainsi pour qu'une fmctjou%, approche plus de la valeur que -gr il faut
que p'>Q'.

Q , il faut que‘l soit elle-méme entre g-etg-, et plas de la se-
Q' 3 Q' ghes

Equations exponenticlies.
108. On appelle équation exponentielle, celle dans laquelle I'inconnue
est en exposant. 5

\
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Avant d'indiqaer les propriétés de ces équations, nous allons démontrer
que les puissances d'an nombre positif différent de 'unité, peuvent re-
produire tous les nombres,

Soit d'abord un nombre A plas grand que I'unité. Représentons par x
et y deux variables, et posons

‘ oo Y ==AT,

En donnant a 2 les valeurs 0, 1, 2, 3..... y prend successivement les o
valeurs 1, A, A% qui croissent indéfiniment; et si x augmente d'une
maniére continue entre 0 et 1, 1 et 25 y prendra toutes les valeurs pos-
sibles entre 1 et A, entre A et A%

&tf-ﬁm:-négmf et le changeant en — =, mnmy-—-A—w'g;”l

et si &' mgmenu d'une maniére continue, a partir de 0, le dénomina-
teur augmentera d'une maniére continue jusqu'a =, et la fraction dimi-

1
nuera d'une maniére continue, depuis 1 jusqu'a — ou 0. -
. - - P ‘
Soit ::- un nombre positif moindre que Tunité, posons y = (-l-) =
et s

,&xu&n@a aalhl‘inﬁni: —ptm&ra tous les états de grandeur

d.epm 1 Juqnh &m% Jusqua. --un..la.u fraction

Lonquadau!MAg-B@ A est donné, on peut trouver x avee tout
le degré d’approximation qu'on veut.

Supposons d'abord A et B plus grands que I'unité ; si on prend pour x
les valeurs 0, 1, 2, on parviendra a deux nombres consécutifs m, m--1,

1
qui seront tels que Am< B, A®+>B. On pourra poser x = m '-H;:ya'hm
yllugnnd que l'unité , on aura :
1 !
A" B doi AnxA"=B, doi A’_%

B
Enﬁn A= (A.
A, on pourra donmer a y toutes les valenrs depuis 1 jusqu'a A, et eén con-
tinnant ainsi, la valeur de x sera exprimée par une fraction continue.
Soit A¥= D', B! étant inférieur & l'unité, x devra étre négatif , et on
poseri e=—y, d'ou -

1
A—vy=P on = = =P, dou Avy=

: le quotient de B par A™ étant compris entre 1 et

1

B]

1

iy est plus
grand que lonité g

ct cette équation rentre duns le cas de la premiere, puisque —




Soit Al# = B, A" étant moindré que 1, et B plus grand que 1. La va-
leur de & deyra étre nmm poserons x=—3’. et il viendra :

" A=3=B, ou mB.d.on ) =B, .

-14

et comme —,,qtplu grand m,mwmxu

Soit enfin A's =B/, A", B, étant mumdresquel'llﬂﬁ-’“ﬂ:lw divise
I'unité par chaque membre, il vient : 1;;; ﬁ-,.etonmnmméupre-

mier cas.

Nous allons chercher les conditions nécessaires pour que l'équation
A# = B puisse étre vérifiée par une valeur commensurable de x, A étant
entier, et B commensurable ; représentons pir‘:hvaléur de , on aura :

p
=B cl‘ou AP =pB%

Pour que cette eglhteum il fmtq-ne B soit entier; nlfamd:nlllﬂiu
A et B soient composés des mémes facteurs premiers, puisque tout facteur
qui divise A? . doit diviser By, Or, tout facteur qui divise AP, divise A,
et doit diviser B. Cela posé, si a et b sont les facteurs premiers de A, on
devraavoir A=ampn, B=am'b", et ainsi 'égalité AP—=DB7 devient ampbnr—
am'ahn'q; et pour que cette derniére ait lien, il faut que ﬂpﬂ g, np=n'gq,
vt pour m&hutqu mp=m'g, ap—ﬂq.dou
p_m_n 190 b Gtk &
_m———,
1 = > m' l

Ces eon(mmm suffisent ; carona A= a™/* , B= ™4™, — _.-l-‘-*'d'

L w‘a o :
A“ —am'} S =gmia'— B. Lowb ;-,.;"_- :

S la valear de x etutncphve. onpouuﬁ.r:-——,d’ou 3":‘31!@—-

Al' » etil faut que B soit une fraction u'lle que, réduite a ses moindres
termes , le numérateur soit I'anité, et le dénominateur un nombre dont la

1
pummnoeqsmtéplu&l et si A= amim, dfaudraqne]!.._a*w.nt
o v 4
iy

Zaéwﬁl&nu.

100. Les valeurs de x dans l'équation AT =y, A étant pesitif, sont ap-
pelées les logarithmes des valears correspondantes de y: A est ln base du
systéme de logarithme fourni par cette équation.




Soit y, y', "', des nombres; x, 2/, x", leurs logarithmes, on aura :
=A%, yi=per;

; dmn‘y"-&ﬂ**'f-ﬂ" donclog. yyly" =x+ x' =" =log.y + log.

¥' + log. y".

1. On conclut de Ya, que le log. d'un produit est égal & la somme des lo-
garithmes de ses facteurs. ;

On a aussi de y=A%, y'=5-¢

“Done log. __M,_,,s y—log:y'. :
2. Le fa’ @'ﬂ guoaeu est égal au !qnnthu du n'wfdudc, moins ce=
lui du diviseur. - 2
da,r":&” on tire log.y™=mx=m X log. y.
3. Lelog. d'une puissance est lgnt au log. duuabn multiplié par Uex-
posant de la pnmmu !

Module. On peut passer d'une base A & une autre base B, lorsque I'on
connait les logarithmes des nombres pour la premiére.

Soit N un nombre, wn:lelognmlune decenomhmdlmhblul!
on aura :

Br=N.

Prenant les log. des deux membres dans hbmA. as :xl.ug B=

log. N doux_wg-nh' nxlos N;F est ce qu'on appelle le

module de la nouvelle base B, par rapport a lautre A.

a

FIN DE L'ARITHMETIQUE.
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ALGEBRE.

CHAPITRE PREMIER.

NOTIONS PRELIMINAIRES. — DEFINITIONS,

1. L'accknrg a pour but de donner des régles générales pour ré-
soudre les questions relatives aux quantités.

Pour parvenir & ces régles générales, on représente par des
erTREs de Ualphabet les nombres que Pon considére. Au moyen de
celle convention, les earaetéres qui représentent les nombres , en
algébre , ne désignent par enx-mémes avcune valeur particuliére.

Les signes des opérations d effectuer sur les quantités proposées
el les signes qui expriment la relation de grandeur de deux quantités,
sont les mémes én algébre qu'en arithmétique.

Ainsi, deux nombres étant désignés par les lettres a et b, les
expressions

a4-b,a—b, axX?b ouab, %ﬂ a:b,a, l;';
indiquent que I'on aura & effectuer la somme de ces deux nombres
ou leur différence, ou leur produit, ou le quotient du premier di-

. visé par le second , ou la deuxiéme puissance du nombre a, ou I'ex-~

traction de la racine cubique du nombre a.
Si le nombre a doit étre plus grand que b, ou égal & b, ou moindre
que b, on l'indiquera en écrivant :

a>b,a=b,a<b.
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La représentation des nombres par les lettres, et l'indication des
opérations a effectuer et des relations de grandeur, par les signes que
nous venons de rappeler, constiluent ce qu'on appelle la NoTaTION
algébrique,

La notation algébrigue a I'avanlage d’exprimer trés-briévement
et avec beaucoup de clarté, les relations qui existent entre les quan-
tités comprises dans I'énoneé d'une question, et I'ensemble des opé-
rations i I'aide desquelles on peut déterminer le résultat qu'il s'agit
d’obtenir,

Une quantilé exprimée au moyen de la notation algébrique, prend
le nom de quantité algébrique ou quantité littérale.

2. Donnons un exemple de I'application de la notation algébrique
4 la résolution d'un probléme. .

Qu’un piNEFICE connu ait été fait par treis associés, dont les
aises sonl données , on propose de partager ce bénéfice entre les as-
sociés, proportionnellement d leurs mises.

Nous désignerons par n, le nombre des francs que I'association a
gagnés; @, b, ¢, les nombres de francs composant les mises partiel-
les ; par s, la mise totale, ou la valeur de la somme a<-b--¢; enfin,
par z, ¥, =, les nombres de francs qui doivent revemr a chacun des
associés pour sa part de bénéfice.

De ce que les trois assoeiés, avee § francs, ont gagné ensemble n
franes, il est facile de conclure que chacun des francs de la mise to-

. n n
tale a fait gagner un nombre de francs exprimé par - ou s

Par conséquent, le nombre a de francs de la premiére mise, doit

faire gagner an premier associé un nombre de francs @, qui est ex-

primé par . X a.
ab4c

On voit de méme que le gain y du deuxiéme associé , est exprimé

I'Hfa_-'zﬂ_;-c)(ﬁfrm; :
. - . = M n
qu'enfin, le gain = du troisiéme associé , est dez,_—b—_FEXcruncs.

Ainsi, le probléme est résolu; et , sans avoir eu égard aux valeurs
numériques particuliéres que 'on peut attribuer aux mises des as- -
sociés et @ lenr bénéfice total, nous avons découvert les opérations
qu'il faut effectuer sur les nombres donnés a, b, ¢, n, pour oblenir
les gains partiels @, y, =, qui élaient liés aux nombres donnés par
les conditions du partage.
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Si l'on énonce , en langage ordinaire, T'une des formules algé-
briques

L e it X Y=g X b 5=—— e
afbdec” YT aFbFe T agoFe !
on retrouvera la régle donnée en arithmétique sous le nom de régle
de compagnic , ou régle de sociélé.

3. On peut maintenant apprécier la différence qui existe entre I'al-
gibre et arithmétique proprement dite.

L'arithmétique établit des régles certaines pour EFFECTUER (s ope-
rations sur les nombres donnés; elle fait connaitre des procédés a
aide desquels on découvre le Now du nombre qui exprime la valeur
du résultat.

Le résultat algébrique, au conlraire , ne présenle encore que l'in-
dication des calculs qui devront ensuite étre effectués a I'aide des
procedés arithmétiques.

Dans l'exemple précédent, il faudra, pour uliliser les formules
que nous avons obtenues, passer des LETTRES a4, b, ¢, n, aux valeurs
numérigues qu'il conviendra de leur altribuer dans chaque cas par-
ticulier.

Si I'on suppose un bénéfice de 45 000 fr., et des mises de 2,000
3,000 e1 5,000 [r.. on trouvera par Faddition arithmétigue, que la

mise totale @+ b-4-c, est de 10,000 fr. L'expression ﬂ-:ju pren-

dra la valenr particuliére » qui se réduit i 1, 55 el, en achevant

15000
10000
les caleuls arithmétiques , on obliendra les gains partiels

& =1,5 X 2000 = 3000 TS

y =1,5 X 3000= 4500

z = 1,5 X 5000="T7500.

. Un ensemble de quantités algébriques réunies par les signes 4
et —, forme un polyndme. Chacune de ces quantités, considérée
avee le signe qui la précéde , est un lerme du pelynime.

Ainsi, les expressions a -~ b -~ ¢, @ — b-}- ¢, sont des polynimes.
Les quantités @, — b, - ¢, sont les fermes du second polynome.

11 est évident que les expressions a--b, b--a , représentent une
seule et méme quanlité, Par celle raison , le terme @, qui n'est pré-
céde ni du signe -, ni du signe — , est considéré comme sil était
affecté du signe 4-.

Un terme qui a le signe -+ est appelé terme addifif ; un terme qui
a le signe — est appelé terme soustractif.
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Si une guantite alsébi'ique a, par exemple , ou — b, n'est reunie
i aucune autre par les signes 4 el— , on Vappelle mondme, ou sim-
plement ferme.

On nomme dindme , un polynome a deux termes, tel que a5,
oua—b.

On nomme trindme, un polynéme a trois termes, tel que a—l—H—c
a—b+c,a—b—ec.

Au lien d'écrire a+a+a. on éeril 3a, et I'on dit que le numbres
est le coefficient de a.

En général on nomme coefficient, un nombre placé comme facteur

devant une quantité. Ainsi, les nombres 2, g'sonl descoefficients dans

les expressions 2a, ga.:ﬁn terme devant lequel on n'a pas écrit de

coefficient,, est eonsidéré comme il avail le coefficient 1.

Le terme b, par exemple , représente la méme quantité que 1 X b.

Le cocflicient est écril & coté du facteur suivant , sans qu'aucun si-
gne soit interposé , de sorte que le signe de la multiplication est sous-
entendu. -

La méme convention s'applique 4 un produit indiqué de facteurs
représentés par des lettres. Ainsi, l'on écrit abe, au lien de
axbxec.

On enlend par WW numérigue d'un terme , ou valeur absolue
d'un terme , le nombre que I'on oblient, abstraction faite du signe -
ou — , lorsqu’ayant remplacé chaque lettre par un nombre, ona efl-
feetud , selon les régles de V'arithmétique , la totalité des opérations
indiquées.

Ainsi, I'on trouve gue la valeur numérique absolue du terme
5a*b, ou du lerme — 5a*b, est 60, lorsqu'on suppose a =2, b=3.

On entend par VALEUR NUMERIQUE OU VALEUR ABSOLUE d'un poly-
ndme , le nomsre que U'on obtient en remplacant chaque lettre par
wn nombre ; en faisant dune part la somme des valeurs des termes
additifs ; en faisant d'aulre purt la somme des valeurs absolues des
termes soustractifs; ot enfin, en relranchant (@ plus pelite de ces
dewx sommes de la plus grande (1).

{1) Dans ce qui va suivee nous admettrons d'abord que ln somme des valeurs
des termes soustractifs d'un polyndme ne surpasse pas In somme des valeurs des
termes additifs. { Vey. no 58.)
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Ainsi, I'on trouve que la valeur numérique du polynome
a4 — g b--e, est 12, lorsqu'on a supposé que a=11,b=9,c=7.

Il est évident que la vaLeur NoMERIQUE d'un polyndme ne change
pas, lorsqw'on intervertit Uordre des termes.

Ainsi, les polynbmess—gb +e, a+c-—-§ b, prendront la méme

valeur numérique, 12, lorsqu’on supposera a= 11, b =9, ¢=17.

On dit que deux lermes sonl SEMBLABLES , lorsqu'ils ne différent
que par la valewr du coefficient , ou par le signe -} ou — , dont ils
sont affectés.

Ainsi, les termes 3@ ou --3a, 5a, —8a, — 2a, sont des termes
semblables.

Lorsqu'un polyndme renferme des termes semblables, on peut le
REDUIRE d un moindre nombre de termes , c'est-a-dire le remplacer
par un polyndme dans lequel le nombre des termes est moindre, sans
que la valeur du polyndme soit changée.

Par exemple, le polynéme 4a—2b -4-3a +c—5a, ou da+4-3a—
S5a — ﬂb-{-—c est évidemment égal au polynome 7a — 5a —2b 4-c,
ime 2a — 2b-}-c.

le polynome 3a +-5b — 5a - 42— 2a, ou 5b - 4c +

da, est égal au polynome 55 - 4¢ - 3a — 7u et an poly-

nome 50-!—4#_-{- 3a —3a— 4a, qui se réeduit a 5b +4¢c — da, parce

que la quantité +-3a — 3a est nulle ; ce qu'on exprime en disant que
les termes +-3a, — 3a , so ddruuen!

Pour réduire en un seul lerme plusieurs termes semblables ve

mitme si6Ne, calculez la somme de leurs coefficients, et affectez cette

somme du signe commun.

Pour réduire en un sewl terme plusieurs termes semblables et vy
S1GNES DIFFERENTS, calculez la somme des coefficients des termes addi-
tifs ; calculez la somme des coefficients des termes soysiraclifs; re-
tranchez Ja plus pelite somme de la plus grande; et affeetez le reste
du signe de la plus grande somme.

En général, pour opérer la ntpuction d'un polyndme au plus pelit
nombre de termes, réduisez chague systéme de lermes semblables
en un seul lerme, au moyen de la régle précédente.

bbb h e kaitd .
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CHAPITRE DEUXIEME.

OPERATIONS OU TRANSFORMATIONS ALGEBRIQUES.

5. Soient les deux polynimes P—a—b , Q—c—d.

Supposons qu'on ait & considérer la somme, la différence, le pro-
duit ou le quotient des quantités algébriques P, Q.

On dndique , enalgéhre de la ration d

effectuer :

P4Q=(a—0)+(c—d);
P—Q—(a—d)—(c—d);
PXQ= (@) X (c—d)—(a— (e—a);

P Qon6=(a—b) [c-—a)=-""':

Nous nous proposerons, dans ces diﬂ‘ermum. de déterminer une
suite de mondmes liés par les signes -, —, formant un polyndme
dont la valeur soit égale d celle du résullat de Uopération indiguée.

Lorsque ce polyndme sera obtenu, neus dirons que 'operation
algébrigue est effectuce.

L'ensemble des procédés au moyen desquels on parvient & effectuer

» les opérations, constilue le caleul algébrigue.
L'opération algébrique étant ¢ffectuée dans le sens que nous yenons

l}‘L d’expliquer, on a un résultat algébrique, indiquant une série d'opé-
F rations arithméliques , qu'il faudrait faire encore, en remplacant les
E letires par des nombres, pour parvenir au résultat numérique de
\ I'opération proposée.

£ Ainsi, les opérations en areesre different des opérations de I'a-
¢ RITHMETIQUE, en ce que « leurs RESULTATS , qui ne sont encore que
¢ » des indicalions de calculs d effectuer, ne présentent réellement que
3

;

.
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» des TRANSFORMATIONS des opéralions primitivement indiquées , en
v d'aulres qui produisent le méme effet.» (Algébre de M. Lacroix.)

ADDITION. -

6. Pour faire la somme de plusieurs polynomes, éerives les
termes de ces polyndmes, d la suile les uns des aufres, en conser-
vani les signes de tous les termes.

Ainsi, Pet a—b étant les quantités qu'il faut addilionner, vous
aurez :

P4(a—b)=P+a—b.

En effet, la somme des quantités P, a, serait évidemment P +-a.
Mais ce n'est pas a tout entier qu'il faut ajouter & P; c'est la quantité a
diminuée d'abord de b. Par conséquent, la quantité @, que nous
avons ajoutée a P, étant trop grande de b, la somme P+ a est trop
grande de b. La véritable somme des quantités P, a — b, est donc
(P4-a)—b,ouP+a—b.

AR “r‘~w Y B

'SOUSTRACTION.

7. Pour faire la viepingNc de deux polyndmes, changes les signes
de tous les termes du polynéme d soustraire; puis, aprés le chan-
gement de signe , derives ces termes d laswite de Pautre polyndime.

Ainsi, ayant a soustraire de la quantité P le polyndme Q=c—d
YOUs aurez

v ’”\;
eyt

P—Q-==P—{+c—d}-=t‘l'-—-a¢~};-.d.
En eflet, la somme des polynomes P — ¢4~ d, et Q,
est P—etdte—d

el elle se réduit a la valeur P.

Done P— ¢ 4 d est la différence ou le reste, en vertu de la défi-
uition de la soustraction. .

MULTIPLICATION.

8. Pour faire le propuit de plusicurs moNoMEs, failes le produit
des coefficients, placez comme facteurs, a la suile de ce produit ,
les letires communes d ces mondmes , en donnant d chagque lotire
un exposant égal dla somme des exposants dond elle est affectée ;
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derives enfin les leltres qui n'entrent que dans un {actcur, en leur
conservant les exposants qu'elles ont.

Ainsi, les mondmes qu'il favt multiplier entre eux élant 2a5%*

el 5a*b%d , vous aurez 2a*b*c* x 5a*b*d = 10a°b'c*d. Cette régle se
fonde sur ces deux principes :

1 Un produit ne change pas, dans quelque ordre qu'on mdnque
les multiplications ; 2* pour multiplier une quantité par un produit

de plusieurs facteurs, il suflit de multiplier cette quantité par chacun
des facteurs du produit.

On en conclut que a* X a'= aaaa X aa = aaaaaa = a’,
O X b* = bbb X bb = bbbbb=b*;
el 2a'h et X 5athd = 2a' B X S a* X b X d
= DUORAHa* X VXXX = 10a' T2 b7 et xd = 10a‘bed.

9. Pour faire le enovuit de deux poLyxomes , multipliez successi-
vement tous les termes du mﬂhphcam par chaqus terme du mul-
tiplicateur, en affectant du signe + chaque produit partiel dont les
facteurs sont de mme siexs,, et en affectant du signe — chaque pro-
duit partiel dont les facteurs sont de signes contraires.

Ainsi, les polynomes qu'il faut multiplier entre eux étant
P ==41-b Q=c —d, vousaurez

PxQ=(a—b)x(¢c—d)=ae— bc— ad-]-bd
En effet, daprés la définition de la multiplication ( Arithm..
page 7), multiplier P par ¢ — d revient & prendre la quantité P
autant de fois qu'il y a d'unités dans ¢, et a retrancher du résuitat

autant de fois la quantité P, qu'il y a d'unités dans d. On a done

PxQ=PX(c—d)=PXc—PXd

Or, on sait que PXe=exP—cX(a—b); donc PXe=cXa—eXb.
De méme Pycd=d>P=d X (a—b); done Pxxd=dXa—dxb.
Par conséquent,

PxQ=Pxe—DPxd=ac— be—(ad — bd);

done, en vertu de la riégle de soustraction (n°7),
P X Q= ac — be — ad + bd.

Le produit des polynomes P, Q, élant ainsi obtenu , nous remar-
quons 1° que les termes additifs a, ¢, multipliés entre eux, ont donné
un terme additif ae dans le produit ;

2° Que les termes soystractifs, dont les valeurs absolues sont b, d,
ont donné encore dans le p ‘un lerme additif bd :
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Par ol L'on voil que les deua facteurs d'un produit partiel ayant
le MiME SIGNE , Soit le signe -, soil le signe —, upradml partiel est
ADDITIF ;

3° Que les termes dont les valeurs absolues sont bete, I'un
soustractif , dans le multiplicande, I'autre additif , dans le multipli-
cateur, ont donné dans le produit un terme Mﬁi’aﬁf — be; 3

4 Enfin, que les termes dont les valeurs absolues sont @ et d, I'on
addilif, dans le multiplicande , I'autre soustractif, dans le multipli-
caleur, ont donné dans le produit un terme soustractif — ad ;

Par ot F'on voit que les dew facteurs d'un produit partiel ayant
des SIGNES CONTRAIRES, ce produil partiel est un terme sousiractif
dans le produit cherché.

Ces remarques conduisent & la régle des signes que nous avons
- tnoncée,

On est convenu d'exprimer, de la maniére suivante, les quatre cas
compris dans la régle des signes :

St f oo
— X — e + X — donne —
10. Si les facteurs polyndmes _
P=g—m+ht+k—n
CQ=g'—m' —n' Rk

ont plus de deux termes, on peut tinterve ?ﬂ?m termes dans
P, en écrivant d'abord tous les termes additifs, et ensuite lous les
termes soustractifs.

Si nous représentons par a la tommc des lermes additifsg ., h, k.

el par b la somme des valeurs nhsolues m, n, des lermes sonstractifs,
Hous auroRs

P=g+h+k-—m-u=(g+.h+k}-.(m+n)_=_-a.—b.

De méme , en désignant par ¢ la somme des termes additils dans le
polyndme Q, el par d la somme des valeurs absolues des lermes sous—
tractifs du polynome Q, nous aurons :

Q=g+ WV+k—m'—a'=(g'+WVN4+k) —(m'—n')=c—d.
De la, P X Q=ac—be— ad-bhd.
Or, il est clair que pour former le produit
ac=(g-+h++k) X (g' 41 +K),

il suftira de multiplier successivement tous les lermes de I somme a,
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par chacun des termes de la somme ¢, et d'écrire la somme des pro-
duits partiels, qui seront tous additifs.
De méme, pour former le produit

+bd = (m 4-n) X (' ),
on multipliera les valeurs absolues de lous les termes soustractifs du
multiplicande P, par la valeur absolue de chacun des termes sous-
traclifs du multiplicateur €, et I'on écrirala somme de tous les pro-
duits partiels affectés du signe -

1l arrivera donc encore que chaque produit partiel dont les fac-
teurs sont des termes de mime sigxe dans P et Q, devra étre affecte
du signe --.

Pour former le produit be = (m-n) X (g'--h'- '), on multiplie-
rait les valeurs absolues de tous les termes soustractifs de P par cha-
cun des termes additifs de Q. et 'on aurait

be = mg'4ng'+ mi'- nWS-mk'+nk';
or, la valeur absolue be doit ttre aguuraila de ac-{-ﬁ , puisque dans
le résultat P X Q le terme — be est s ther:
tous les termes qui composent la valeur be, c'est a-dire quion les

éerira précédes du signe — | -
De méme , on aura

udr-ugm’-l: hm' 4 km' - gn'-{-kn’-}- kn';

et paree que le terme — ad est soustractif dans le produit P X Q , on
écrira tous les termes qui composent la valeur ad, en les aflectant
chacon du signe — .

1l arrivera done encore que chaque produit partiel dont les fac-
teurs sont des termes de siaags coxtraires dans P et Q,-devra élre
affecté du signe — .

La régle des signes subsiste done dans la multiplication de poly-
noémes qui renferment un nombre quelconque de termes.

11. Lorsqu'on connait le nombre des termes qui composent chacun
des facteurs d’un produit, onr peul déterminer, suns faire la multi-
plicalion, le XNOMBRE DES TERMES qui composeraient le produil ¢ffec-
fué. 11 suffit pour cela de MULTIPLIER ENTRE EUX LES NOMURES DE TERMES
qui sont donnés.

Que, par exemple, les facteurs P, Q, B, renferment respechvemcnl.
n, n' et n' termes, Le produit, avant la réduction des termes sem-
biables, s'il y en a, se composera d'un nombre de termes marqué par
WX Xn
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En effet, supposons que le multiplicande P renferme 6 termes, et
que le multiplicateur Q ait 4 termes.

La multiplication de chacun des 6 termes de P par le premier
terme de Q donnera 6 produits partiels qui seront des termucllm-
duit cherché, -

On obtiendra encore 6 termes du produit, en multipliant chacun
des 6 Iemes de P par le second lerme de Q ; et enfin, lorsquw'on aura
suceessivement multiplié Jes 6 termes de P par chacun des & termes
de Q, on aura obtenu 4 fois 6 termes ou produits partiels , qui com-
poseront le produit P X Q.

Maintenant, si F'on prend pour multiplicande , dans une nouvelle
multiplication , Je résultat P X Q composé de 6 X 4 ou 24 termes, et
pour multiplicateur le polynéme R , qui renferme , par exemple, 5
termes, on obtiendra 2§ produits partiels chaque fois qu’on aura mul-
tiplié les 2% termes du résultat P )X Q par 'un des termes de R. Et
puisqu’il faut, en verta de la régle de multiplication , multiplier suc-
cessivement les 24 termes de P < () par chacun des 5 termes de R,
on obtiendra, en tout, 5 fois 2§ termes ou produils partiels qui com-
poseront le résultal P Q< R. Ce produil renfermera donc 6 <45
termes , ou 120 termes.

Si, parmi les nXXn'x n"... termes du produit P 3¢ Q% R..., il se
trouve des termes semblables, on pourra opérer une réduction (n° 4)
qui diminuera le nombre des lermes, sans que la nleur du prodmi
P < Q ¢ R... soit changée. o

Nous verrons (n° 16) qu’aprés cette réduction, le nombre des larmes
du produit des facteurs polynémes P, Q, R,... ne pourra pas &tre in-
férieur a deuwa.

12. Le nombre des factmﬂ littérauax qui concourent & former la
valeur d'un mondme, abstraction faite du coefficient nnménque. con-
stitue ce qu'on appelle le pecrE de ce monome.

Ainsi, les monomes abe, 3abe, gabc. a*h ou ax ax b, ab®ou

s ab®, sont des mondmes du froisiéme degré.

axbxb; m‘b,5

Il est elair qu'on obtient le degré d'up terme ou d'un monome , en
faisant la somme des exposants de toutes les lettres contenues dans
ce mondme ; chaque lettre qui n'est affectée d’aucun exposant étant
regardée comme si elle élait affeciée de I'exposant 1, parce qu'elle
exprime une premiére puissance.

13. Lorsque tous les termes d'un polyndme sont du méme degré,
on dit que le polyndme est BOMOGENE.
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Ainsi, le polynome Sabe — 4d% —+ 2[g*— &*, est un polyndme
HOMOGENE du (roisidme degré.

_Le degré d'un polyndme homogéne est le méme que le degré des
termes qui le composent,

14. Lorsque les facteurs d'un produit sont des polyndmes nomo-
Gienes, le produit est wonocise ; el son degré est lasomme des degrés
des facleurs.

En effet, tousles termes du produit P 3 Q sont des produits partiels
provenant de la multiplication d"un terme de P par un terme de Q.

Supposons que P soit un polyndme homogéne du septitme degreé ,
ot que Q soit un polynéme homogéne du deuxiéme degré. Le produit
de chaque terme de P par chaque terme de Q contiendra comme fac-
teurs les 7 facteurs litléranx qui entrent dans la composition du mul-
tiplicande partiel, et &n outre les 2 facteurs liltéranx qui entrent dans
la composition du multiplicateur partiel.

Ce produit parliel contiendra done 7 4 2 facteurs en lettres.

Par exemple, le produit du terme 44°b, qui est du seplitme degreé,
par le terme 3¢*, qui est du mﬂe‘ré sera 12a‘bc', clest-a-
dire un terme du neuviéme degré. )

15. Lorsque plusieurs termes d'on polynémc renferment une méme
lettre affectée dexposants differents, on peut intervertir 'ordre des
termes, de manidre que les exposants dont celte leitre est affeclée
soient constamment décrodssanis , & parlir du premier terme, ou de
maniére que les exposants de celte lettre croissent constamment , 3
partir du premier terme.

Dans les deux cas, si I'on adopte 'une ou 'autre de ces denx dis-
positions des termes , on dit que le polyndme est orvoxsE par rap-
port a la letire dont il §'agit.

Alors, cette lellre recoit la dénomination de mtre PRINCIPALE, OU
letire ORDONNATRICE.

Si, par exemple, on oRDONNE le polynome

3ab 4 8a* — 6b* — 5a° — ha *h ,
par rapport & la lettre a, il deviendra

8a* — 5a° — ha*b + 3ab — 6b*,
les gumsances de a étant décroissantes ;
. — 60* - 3ab —4a*h — 5a° - 8a*,
les puissances de a ¢tant croissantes.

Le terme — 65, qui ne renferme pas la lettre principale , est ap-
pelé terme inddpendant de cette letire.
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Si I'on ordonne le méme polyndme par rapport aux puissances
décroissantes de b, il deviendra

= 6b* + 3ab — 4a’b +8a* — 5.

Alors, le polynome renfermant plusieurs termes dans lesquels la
puissance de la letire. Mcipalc b est la méme , on réunira tous ces
. termes en un_ seul , et 'on donnera au polyndme l'une des formes
mmmlﬂ 1
— 6b* 4 (3a —4a’) b + (8a* — 547 ;
ol .
— 60" — (Aa" —3a) b + (8a* — 5a’);

ou enfin — 60 — &a* | b - 8a*
-+ 3a — Sa’.

Dans les deux derniéres formes, les multiplicatenrs polynomes des
puissances de b sont eux-mdmes ordonnés par rapport i une autre
lelire, a.

Si nous convenons de représenter par les letires A, B, C, les ex-
pressions — 6, (— 4a®+-3a), (8a*— 5a*), le polyndme proposé sera

ramené a la forme
AV4Bb4-C,

dans laquelle il n'a plus que trois termes , qui sont dissemblables.

L’avantage qu'il y a , dans la multiplication , 4 ordonner d’abord
les facteurs par rapport 4 une méme lettre, puis 4 ordonner de méme
tous les produits partiels , & mesure qu'on-les obtient , consiste en ce
qu'on reconnait sans peine, dans le produit effectué, quels termes
sont semblables ; ce qui facilite la wioveTion du résultal aw moindre
nombre de termes.

16. Il y a towjours dans un produit de dewr polynémes, pour une
méme lettre , deux termes dissemblables qui ne peuvent se réduire
avee auwcun autre. )

En effet, lorsqu'on multiplie entre eux un terme M du multipli-
cande et un terme M’ du multiplicateur, renfermant une méme letire

, T'exposant de a dans le produit partiel M XM’ se compose
de la somme des exposants de cette leftre dans les deux facteurs
M, M.

Si donc I'exposant de @ dans le terme M est plus grand que dans
aucan autre du multiplicande; et si en méme temps I'exposant de a
dans le terme M’ est plus plus grand que dans aucun aulre terme du
multiplicateur, la somme des exposants de a dans les deux facteurs ,

T ——
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c’est-a-dire 'exposant de « dans le produit M X M', aura une plus
grande valeur que dans aucun autre produit partiel.

Le terme M X M’ du produit ne se réduira donc avec aucun autre.

Si au contraire I'exposant de a dans le terme N est moindre que
dans aucun autre terme do multiplicande, et si en méme temps
I'exposant de a dans le terme N est moindre que dans aucun autre
terme du multiplicateur , I'exposant de @ dans le produit NN’
aura une moindre valeur que dans aucun aultre produit partiel.

Le terme N X N' du produit ne se réduira done avec aucun autre.

Cororraines. 1° Un produit de facteurs polyndmes ne peut pas
élre MONOME.

2 Si les facteurs ot le produit sont ordonnés par rapport avx
puissances décroissantes, ow par rapport aux puissances erois-
santes d'une méme lettre, le premier terme du produit est le pro-
duit des premiers termes respectifs des facteurs; et le dernier
terme du produit est le prodmt des derniers termes respectifs des
facteurs.

17. Le carré de la somme de dewx quantités se compose de la
somme de leurs carrés, augmentée du MPNduu des deux
quantités proposées.

Eneffet (a4 0)'= (a -+ b) ( a- b) = @'+ ba -+ ab—b°.
done (a4 bf'=a® 4-2ab+ b* = a* b* -} 2ab.
Exemple : on aura

(3m*n - Amn?) = (3m*n)? + 2 5 3m*n X dmn® 4 (bmn?)*
= 9min® 4 2Umn® 4 16mnd.

Réciproquement, on aura

25a'0* 4 ha'd* + W0a'h’ = (5a*d)® 4 (2a*0*) 42 X 5a*h X 2a°h*
=(5a*h -+ 2a'b%).

18. Le carré de la pwwrkreNce de deux quantités se compose de
la somme de leurs carrés, diminuée du double produit des deux
quantités proposées.

En effet, (a — b)) =(a— b)(a—b) = a’*—ba ;-_ab+ bt.
done (@ — b)* = a* — 2ab -+ b* =a® 4 b*— 2ab.

19. Pour le cube de la somme de deuz quantités, on a

o e P e - —



»

-

ALGEBRE. OPERATIONS OU msmnnhous ALGEB. 257
ru+b>* < awm b) a’+9ab+?§ ta+b:

: + u'b +8¢b}+b’} e e

doin (u +M+mm+ DR S . e

P@ﬁ&e de la vierinence de deus quamiwa un%m

(@—b) = a® — 3a*b -+ 3ab* — b*, .

20. Le produit de la somme de deux quanlilés par-leur mrﬂ'zn“cs
est égal & la différence des carrés des quantités pfopocdcx

En cffet, {c-Fb) [a-—b} = a'+-ba—ab—0",
done (a+b) (a—1b) =a*—b.

Eaemples. On aura

(Tm*n < 3mn?) (Tm*n — 3mn®) = ”p&‘_!‘.’ —9m*n.

Réciproquement, on aura

81 a5 —36a%0" = (9a%)'—(6ab")" = (9a'b +*suw (9% — Gab).

St ncore e polyuime 3+ — b 20°
A multiplier par 3c' —9gb — " o

1L, - its partiels (n°11); mais remar-
qnonl 1° que e multiplicande est la somme des binomes.

R e 200 et b‘-~{-2rz‘
20 Que le multiplicatenr 3¢* — Dab — P2
on ' . '(301—_,%) — T m.

est égal & la différence des mémes bindmes.
11 en résulte que le produit demandé est égal ith d:lréretnce o

(3¢* —2ab)* — (b* +2a‘ i
Or, on a (n° 18) 4
(34:"—-5!«&)’ =9¢* - -ia’b' — 12abe®.
et (n° 17) (b 207 = +4a* +$a'b‘-‘
Retranchant done le second carré du premier, on oblient
9¢' —12abe* —U' —4a'; |
cest le prodnisew nél!mt au plus. pent"nombu dﬂm

21. Plus généralement , si I un.preml pour mnlupllcandua sml.e de
termes additifs homogénes ?

. : " g o

oDl SIEiam

17
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an-am =4 am =1 A= b
tels que le premicr et le dernier soient des puissances de méme de-
gré des quantités @ el &, et que dans Vintervalle les exposants de a
diminuent constamment d'une unité, tandis que les exposanis de b
augmentent d'une unité, ce polynéme multiplié par la différence
a —b des mémes qmlﬂés ‘donnera un produit égal a la différence
am+1—pm+1 des puissances deaet bdont le degré est supérieurd'une
unité au degré du multiplicande.

8i, par exempﬁ, nous mulhplmns

a'-]-a‘b—}-a‘b’-!-a'b'-]—a'b‘-{—aa’-]-b‘
par a—#b, nous obtenons le produit

0" 4 @%b a0 -0 4 a¥b+ a'B 4 ab* l
: ~ ' —a" — W — o — b’ —b §’

qui se réduit & " —b'.
22. On vient de voir quefa' —b') (a-=b)=a*—b*.
Plus généralement, si V'on prend pour multiplicande. Ja suite de
termes homogénes, allgmammaut nd;hpﬂg el sous tr.n_:ul‘s._ .

A 3¢ b a3 3¢ B ... — @*I—3 | qlt— — pEm—s,

tels que le premier et le dernier, qui sont de signes contraires, ex-
priment, abstraction faite du signe, des puissances semblables de pe-
Grit 1upAIR des deux quantités @ el b, et que dans I'intervalle les ex-
posants de @ diminuent constamment d'une unité, tandis que les
exposants de b augmentent d'une unité; ce polynome mulfiplié par la
somme a - b des mémes quantités, donnera un produit égal a la
différence a*™ —b*" des puissances paires de a et b dont le degré est
supérieur d'une unité au degré du multiplicande.
Ainsi, 'on a (@®— a*b--ab*—b%) (0 b)
{a‘—a‘,‘b-}-a’b’—ab‘ } = gVRk
N ad'h— @b 4-alt—b*

De méme, (a° — a*b + @*b* — a*b* +ab* — b%) (a+b)

a®— a®b -+ a*h* — a*h® +-a*b* — ab® } =q'— "
_l @b —a'h ¥ — a®D ab—b)

23. Enfin, si l'on prend pour multiplicande la suite de termes ho-
mogénes, alternativement additifs ct soustractifs ,

A — =13 b a =T B — .} aPIm—t — gt L pon,
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tels que le premier elkdnl‘ﬁar qui sont de méme signe, expriment
des g:emu @u de degré pam des deux quantités a et b,
et que dans L'intervalle les exposants de a diminuent constamment
d'une unité, tandis que les exposants de b augmentent d'une unité ;
ce polynome mulmﬁ somme a-+b des memumutés. don-
nera un prod la somme @™+ - b+ des puissances -

PAIRES b dont le degré est supéricur d'une unité au degré du
mnl!:p’heandq _

Ainsi I'on a $
@—abt 1) (at0) = {* ;‘;:?,*;‘ﬁ:,J,_,., —a 4w,
De méme, (a®-— a*b+ a*b* — 4% 4+ a"b* = ab®+ b%) (a4 b).

@' —a*b @b — a*h Y- 4% — a’h - ab® o .
T 40" — a0 - a* b — a¥b - at — abt - b (=a + b

2%. Quelque grand que soit le nombre des termes d'un produit de

facteurs polynomes, avant la réduction des termes semblables, il peut
arriver que le produit se réduise & un bindme. Gest ce qui a lieu dans

les trois cas rema%de multiplication qui M‘m expu—
sés (n® 21 et suiv.) ——

25. 81, prenant a valonlé deu: b
produit Mﬂ‘m ﬁ’-—ll.. =
somme m?--n®=c des mémes carrés, on aura {rois nombres

a, b, e, tels que hmmﬂn w_r_gcdec‘dm premreﬂ sera égale
aw carréd du froisiéme. . -

En effel, a*=km'n’

b =m* 0t —2m*n*
f =mi '+ 2m*n* .
Donc a4 *=¢*. -

Ayant trois carrés, A=a* B= !, C= n’+&'. tels que la
somme des deux premiers soit égale au troisiéme , si I'on forme les
produits deux a deux des nombres A, B, Ggumn AB=A'; AC=D',
BC=C', etla différence C!— AB—D du carré du troisitme nom-
bre donné an produit des deux autres; ;

On aura qualre nombres A', B', C', D, lcis que‘la somme des
carrés des trois premiers umégda au eméduqulrm

En effet,

D=C‘—-AB=~(A+B]’—AB=A‘+B’+AB=¢:*+¢'&’+&‘
A'=AB=a"', B'=AC=a'+4a'¥*, ' = BC = a’b? +b*.

on forme laur dtmble
i o s oI
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Done a'—-a’l’ 4 b* Multiplicande
; : a* 4+ a’y* - b* Multiplicatenr

FrarLan
: Ia‘v @t

a*b* - b*
Dt = a8 20 - 3a% 24V 4 "
ﬂl . 'Au_=l . ah
. Bi= n‘+9¢'b‘+a‘b‘
cr= @ 20 41

d'oi A"—I—B”-l-ﬁ”hc“-j—%a‘b’{-!la‘b‘ +2¢1’b5+ =01,

Prenons, par exemple, n=1, m=2; dou a-»t b= 3'c=.>
On aura a®- b =16 -

Maintenant pmma_lﬁ B=3 C=-9-o._

dmlA' AXC=400,;B=BXC= 22.) C'=AXB—=1§

On aura (*=625, D=C'— AB=481,
T e TR
Tet AT B'"-f- €= 400° - 225° - 1417 231361 = 48— D",

%WW Q. d'un produit renferment dews letres, a, b,
el s'ils ont é1¢ ordonnés par rapporta une lettre a, les multiplicateurs
des puissances de @ el le terme indépendant (no 15) penvent étre des
polyndmes renfermant 'autre lettre b,

Qu'on ail, par exemple , les facteurs P, Q, ramenés a Ia forme

P—Aa*-LBa+C, Q=A'a+B;leproduitsera

gAxA a*+Bx A | a*CA' |
+AxB | +BxB _+C><B'l'

On considérera ici le multiplicande P comme composé de trois ter-
mes seulement (no 15), et le multiplicateur Q comme composé de deux
termes. Les lettres A, B, C, A', B!, peuvent désigner des polynomes
renfermant b.

Dans ce cas, pour former les multiplicateurs polynomes des puis-
sances de a dans le produit P 5 Q, et le terme indépendant C < B', on
aura d'abord A effectuer des multiplications partielles entre dles poly-
nomes A, B, C, A', B, qui ne renferment qu'une seule lettre b. Pour
cela, onordonne A, B, €, A", B, par rapport alalettre b : les coeffi-
cients des puissances de b, ainsi que les termes indépendants de b,
sont des nombres connus. l.eu calculs ne présentent alors aucune dif-
ficulté.

PxQ=
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Siles facteurs P, Q, conliennent trois letires, les polynomes A, B, C,
A', B, renferment seulement deux lettres b, ¢, par exemple. Dans ce
cas , pour former fes multiplicateurs polynimes des puissances de a et
le terme indépendant de @, dans le produit P3¢ Q, on aura d’abord &
effectuer des multiplications partielles entre des polyndmes qui ne
renferment que dewx letfres ; et nous venons de montrer comment on
peut obtenir les résullats de ces opérations.

De méme, la multiplication de facteurs P, Q, renfermant qualre
lettres , dépendrait d'une série de multiplicalions partielles entre des
polynémes ne renfermant pas plus de trois leltres ; el ainsi de suite.

On pourra done calculer le produit de facteurs P, Q, renfermant un
nombre quelconque de leltres, & I'side de multiplications partielles
entre des polyndmes qui renfermeront une leltre de moins que les
facleurs proposés,

Nous allons appliquer cette méthode génénle & un exemple.

Soient le multiplicande

P = (20— 3¢) a*-{4b*— 120c - 9¢*) a (86— 12bc+- 186c7—27¢%),
et le multiplicateur

Q=(20+43¢) a— w+9c= o >

On a A=2b— 30, B=4b*—12bc|-9¢2, C=8b‘—12§'0+48&c —-—276"
A'—2h 3¢, Bl — 41 -}-9¢*.
Faisons d'abord & part les multiplications des polynomes A, B, (.
par chacun des polynémes A', B'.
1o Multiplication partielle.
A =2 —3
A'—=2b 43¢
{ 4 — Ghe

—+ 6be — 9¢*
A XA =4 —9¢ (a0 20)

2 Multiplication partielle.

B = 4b* —12bc 4 9¢*
A=2b 4 3¢
{ 80* — 24b*c - 180c*
| 12b% — 36be 4 270°
B X A = 8b" —12b% — 18bc* - 2ic®
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3¢ Multiplication partielle.

-C=8b'—1m+1w src'
= 2% F 3¢
6K — 20 3360 — Shlic
+ 200% — 360%* 4 54bc® — 8¢+
e CxA' 160 —8icc

- mcmms- :
A= 2% — 3
B'=—'ﬁ'+"w

—— 80’ +:2w .

AT g.m-.mv

5°-Jllluul’plfcation M&Hc. -

B M — 2 9 |

B =— 44 9 .
— 160"+ 48b%c — 36b°c*
4+ 36b%* — 10853 L 81ct
B X B' = — 160" + 480°% — 108bc> - 81¢*

- & Multiplication partielle.

C= S —12¥%c+ 18bc* — 276
B =— 404 9¢ -
PP Fsic— e mre
4 720% —1080°c?4-162bc* — 243¢5
Cx B'——350°F-480'c 1 162bc° — 243

On voit, par les résultats de ees calculs, que la somme des produits
Bx<A', Ax B, estnulle, de sorte que le produit P Q ne renfer-
mera pas la deuxiéme puissance de-a. D'ailleurs la somme C x A’
-+B 3 B’ se réduil a 48b% — 1084¢c*, On aura done enfin

P x Q= 40*—9c") a* - (180% — 108bc")a
—320° 4+ 48b*e 4+ 162bc* — U3¢
— (%6 —9¢*) a¥ - 120e (40*— 9¢%) a
=+6be (20 (3¢)*) — [(20)° +(3¢)"].
Mais I'on pent se dispenser d'effectuer & part les multiplications par-

lielles, et I'on abrége ordinairement les caleuls, en adoptant la dis-
position suivante :

b
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- ol 4 s‘ a’-i-w «+ 'g: =3
. , fu —12be — pl
Maicaig +oal +oame
W B e
Mu!m;'. ( e8e + 9 o
I =3 w .a+udg:c At B | a
el 2 —0 —24b — e
Prodait 40 | F18BS | 4 3ok
du mu!_pplncmth —fe? + 12b% — b
par = -+ e
— Bict i
r - Blb;’cj — 166 | I m
. + 12 + 48b% c
Reoduih: T —see | = rape
du multiplicande —373 |+ 36kt + 1086%
par d — 1085 <+ TR
e e
’ " : -—.
> w e + 8% g4 — 3P
— 108Hc* 4+ 8k
stmphﬁe e ins + 1025 3
..‘ P - " =T —m:‘ 3
¥ P ) .\f
ltmau y -

e o e Y L
2. Lorsqu un terme algéebrique ne renfenmmdmuur ni en {
nombre , ni en lettres, on dit que ce terme est tmmr et

Le mondme .'aa'b'c est enfier. Les enprwhun - a‘b‘c ou —g"-l—f

5

3
3;: » he sont pas enlidres ; ce sont des ﬁractwau aiyebrfquu

Ondltqucu polynome m ExTIER , lorsque Lous les termes de ce.
polyndme sont entiers.

Dans la division des monomes et des polyndmes , hous nous propo-
semnsd‘a!ﬁ;ddc trouver, lorsque cela est possible, un monome en-
tier, ou un polynome entier et composé d'un nombre limité de ter-
mes, qui soil el que le produit de ce mondme ou de ce polynéme par
le diviseur proposé, soit égal au dividende. Lorsque cette condition
pourra étre remplie, nous dirons que la division proposée s'est faile
exactement , ou que le dividende est divisible par le diviscur pro-
posé.

28. Division pEs MoNouEs. Un mondme entier est piviSIBLE par un
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aulre mondme entier, sile coefficient du dividende est divisible par
le coefficient du diviseur ; si, de plus, toutes les lelires du diviseur
entrent dans le dividende, el si enfin Pexposant d aucune lefire n'est
plus fort dans le diviseur que dans le dividende.

Pour former le quotient, divisez le coefficient du dividende par le
coefficient dw diviseur : @ la suite du guotient numérique obtenu ,
places comme facteurs les lettres communes au dewx mondmes pro-
posés el affectées d’exposants inégawx, en donnant ¢ chacune de ces
lettres un exposant égal d la pwwviknexce des exposants dont elle
ctait affectée; enfin derives les leltres qui n'entrent que dans ledi-
vidende, en conservant les exposants qu'elles ont.

Quant aux lettres communes affectées d'exposants égaux dans les
deux termes proposés, elles ne paraitront pas dans le quotient.

Soit, par exemple, le mondme 65a°0'c*d i diviser par 5a*te”. Le
meﬁcwnl 65 est divisible par 3, et I'on a 8—5— 13; 65::13)(5

o - - 5
- &
‘fﬁu &lwns que le mondme enlmr = a— % mmm
sera le quotient eherché. ——e . ﬁ

En effet, on a (n° 8)
13a°b%d 3¢ Satbe® = 13 3¢ 5a*+* x hH X c’d=W¢.

29. Pour que le quotient de mondmes entiers , soit entier , i pAvT
1° quiele coefficient du dividende soit divisible par le coefficient dudivi-
seur; car le coefficient n du dividende ou produit donné, devant étre
(n®8) le produit du coefficient n’ du diviseur ou facteur donné, par le
coefficient n'* du quouent ou facteur cherché, il faudra qu'on ait

n’)(u"==n d'on u"-; ——. Le coefficient #'' du quelient ne pourra

tlunc pas étre un nomhre entier, & moins que » ne soil di\'lnlble
par n'. .

11 faul 20 que toules les lettres du diviseur entrent dans le divi-

dende. Car, i l'on suppose le quotient entier, toutes les letires qui

entrent dans le diviseur se retrouvent nécessairement dans le produit
du diviseur par le quolient ; c'est-a-dire qu'elles se retrouventloutes
dans le dividende. ] ;

1l faut 3° que Uexposant d'aucune lettre ne soit plus forl dans le
diviseur que dans le dividende. Car si I'on suppose le quotient entier,
et que I'on considére dans le diviseur un facteur de la forme a®, ce
facteur se retrouve nécessairement dans le produit du divisewr par
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le quotient , c'est-d-dire dans le dividende. Le dividende renfermera
done la lettre a & d'un exposant tout au moins égal & n.

Si I'une de ces trois conditions nécessaires, et d'ailleurs suffisantes
(0" 28), n egﬁ remplie, le quotient sera exprimé par une fraction
algebrigue. On aura, par exemple, 2a*b%: 3a'd =q ® abe if.igbc

30. pivision pes poLynomes. Pour former le quuuenl ordonnes le
dividende et le divisewr par rapport aux puissances décroissantes
ou aux puissances croissantes d'une méme lettre. Divises le pre-
wier lerme du dividende par le premier terme du divisewr; vous
obliendres un quotient partiel, qui sera le premier terme du quo-
tient cherché. Mullipliez le diviseur par ce terme du quolient , et
relranches e produit du dividende proposé. Considéres le reste de
celle soustraction eotnme wn nouveaw dividende , dont vous divise-
res le premier lerme par le premier terme du diviseur powr avoir
e quotient partiel qui sera le second lerme du quotient. Multiplies
Ie diviseur par ce second terme et retranches le produit du divi-
dende correspondant. Considérez le veste de cette seconde sous-
iraction comme un nouveaw dividende.

“En continuant ainsi, vous obtiendrez successivement les termes

du q'uouent ordonné de la méme maniére qqle le dmdcnde et le di-
v:seur : —J#Mw P EE

- “-' o = T
Po!;mumu ot &l n'entre quune letlre.

31. Pour justifier cette régle, considérons d'abord un dividende A
ctun diviseur B qui ne renferment qu'une seule lettre . .

1l s'agit de déterminer, s'il est possah!e un polynome Q tel qu'on
ait A=BxQ.

Concevons les trois polyndmes A, B, Q, ordonnes par rapport aux
puissances décroissanles de x.

On eonnait les polynomes,

A=a+bte4.... 4z, B=a'4b ... 4=
tlans lesquels les coeflicients de tous les termes sont des nombres
connus , puisque A et B ne renferment pas'd'autre lettre que .

Le polyndme Q=g"4-b"--¢" ... 43" estinconnu.

Je dis en premier lieu que, 8'il existe un polynéme Q, entier el
formé d'wn nombre limité de termes, tel que le produit B><Q soit
égal d A, la régle énoncée n® SB}fer er les termes '’y b, ¢,
=" de ce polyndme ().

En efet, puisqu'on suppose les (rois polyndémes , A, B, Q, ordon-

¥
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nés par rapport & @, le premier terme a dw produit A est lé produit
des premiers termes , a', a" de B ef de Q (no16). On a donc
a=a'xa' eta"= 5—'— - Parconsequent, le quotient a” abl.ennen effec-

tuant la premiére dhrismn parlielle entre les monomes a, a'yest bien
le premier terme du quotient exact Q.
Dailleurs, on a

A= BXQ=B (@ 42 =B B¢ A2,
d'ol A_,n“rr=n (b!r+ t‘"-'— +sz
Done, le premier reste A' = A—Ba" est le prodmt du diviseur B

par la somme de mhmmm‘ «du quotient.
Si le reste A’ était nul, on aurait A — Ba”, donc Q =a", el 'opé-

ration serail termince. Mais supposons que A/ ne soit pasnul , et quon

ait ordonné A’ par rnpporl- aux puissances décroissantes de . Le
premer lerine de A' sera le produit du premier terme de B par le
pmmﬂ‘%g polyndme 5"+cf+z" Done , lorsqu'on disise

le premier termede A’ pnr le premier terme a' du diviseur, le guotient
monome estle second terme 4" du quotient cherché Q.

Ounf& "LB(""+....43"). Done A'— BB (¢ .. 4-5").
Par conséquent, lorsqu'on a formeé le produit BY'' et qu'on I'a retran-
ché du premier reste A’, le second reste A" = A’ — Bb"" est le produit
da diviseur B parla somme ¢4~ ... 4-z" des termes encore inconnus
du quotient.

On fera pour le nouvean dividende partiel A", les mémes raison-
nements que pour les dividendes précédents A, A, et ainsi de suite.
1l enrésulte qu'en divisant constamment le premier terme de chacun
des dividendes partiels successifs par le premier lerme a' du dm-
seur B, on obtientune suite de quotients mondmes,a”, b, ¢*,..
qui sont les termes du quolient exact Q. Enfin, lorsque par Ies
soustractions successives on a retranché do polynome A, tous les pro-
duits partiels Ba', Bb", Be',...,Bz"; dont il &tait composé, on par-
vient & un dernier reste quiest nul; et U'opération est terminée.

Ricieroguemest, Sil'opéralion se termine, c'est-a-dire. si, aprés
avoir oblenu un certain nombre de termes a”, b", ¢''...2" au guo-
lient, ot aprés avoir soustrail les produits Ba", Bb".... Bz", on par-
vient & unreste nul, il est clair que le polyndme entier a’’~b"--c'...

4 %"= Q est la vraie valeurda quotient % Car ona

A =Ba"'4A'=Ba" 4 (BV"-+-A") =Ba"4-Bb" 4 (Be'4-A")=elc;
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d'oit o A=B@'+ b 4" ) =BRQ.

32, Les termes du dividende et du diviseur w'étant pas, en général,
1ous positifs. p—m nécessaire , pour pouvoir appliquer la régle de di-
vision,, dng,wrdrr lequel des signes -, — , doit étre phcé au devant
de chaque quotient mondme parual

Voici la régle & suivre :

1o Le quatient de deux mondmes dnﬂnum est toujours af-
fecté du signe - , quel que soit le signe commun au dividende et au
diviseur ; )

20 Le quotient de deux mondmes de SIGNES CONTRAIRES el loujours
affecté du signe — .

Telle est larégle des signes daus ladivision. On est convenu de I'ex-
primer encore de la maniére suivante :

+:+donne+ + : —donne —
—:-—donne+ —'+dﬂnne-

Considérons en effet un quotient partiel @’ = -,, on connait les mo-

* nomes a, & el les signes dont ils sont aﬂ&l&. Ainsi 'on connait le

signe d'un produit a, et'le signe de T'un des facteurs a’. On décou-
vrira le signe de Vautre facteur a”, au moyen de la régle des signes
éhh%dmﬁw-w““ i

~Or, si a el a" sont positifs, le produit positif a résulte de la multi-
plication de deux facteurs de méme signe. Mais le facteur @' est affecté
du signe--; donc le facteur a”' doit etre affecté du signe 4.

Si a et a' sont négatifs , le produit négatif a résulte de la multipli-
cation de deux facteurs de signes confraires. Mais le ' est
affecté du signe — ; done le facteur ‘@ doit étre affecté du signe +.

Si a éant ?ositif,- @' est négatif, le facteur " aura le signe—,
parce qu'il doil étre alfecté du méme signe que le facteur a'.

Enfin, si @ élant négalif, o' est positif, le factéur a'' aura le
signe —; car il doit éfre affecté d'un signe contraire i celui du fac-
teur a', puisque le produit est affecté du signe—.

33. Pour donner un exemple de la division qui se fait exactement,
formons le produit A dont les facteurs sont

B —8a* — 4t 22 —1

Q=92"43z 41 ,
T — 36‘3" 18 @t — 9 at
, — 12 + 6 —J
+ 8 =4 2] —i
Nous trouvons A =722% — 12 ' - {ha* — T&® —  a—1.

>
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Si done nous donnons pour dividende le produit A et pour diviseur
le facteur B, on devra obtenir un quotient entier exacl.
: - Dividende A. : Diviseur B.
W—iiw*—{-ﬂw‘—?w'—w -1 | 8r*—da" | 2x—1{

— 72736t — 18" 92 Orde 4+
{erreste. Al= Aot —ha® 22— o —1
—-21«:*4—123,%—-6;-’—}«3: &3
2= reste. A= 3.5 827 — fa’t- 20—t
_ , — &c’—[— Ao — 2
3ereste. A= 0 . l

Foya,

sances décroissantes de &, on divise d'abord le premier lerme a=72a"
du dmdende parle premier terme o'~ 8&* du diviseur.

—+9a.~' Ainsi, lwmwm

Pm{gmeplus rap:dement le reste qu'on obtiendrait en retran-
chant du dlﬂdenda A le prudun. du dlv:senr B par le terme 927, on
change les signes des produits parliel esure "mﬁmgnm-
duits ‘_e_ll"in éerit par ordre. au-d essous du dividende, ces produits
ainsi modifiés. 11 est clair, en effet , qu'on arrive au méme résultat
que si, apres avoir effectué a part le produit B x 922, on transcrivail
i coté de A les termes de B x 92* changés de signe en vertude la ré-
gle de la soustraction. _

On dit (4-82%) < (4 92%) donne 72z, et pour soustraire, — 72x°,
On écrit —722° au-dessous du terme qui lui est semblable dans A.

De méme, (— 4x*)X(92") donne—362*, et pour soustraire, 362"
On éerit - 362* au-dessous du terme qui lui estsemblable dans A,

De méme encore, -2 X+-92* donne --18%%, et pour soustraire,
— 18z

Eanfin, —1 X 92* donne —92%, et pour soustraire, - 92*. Alors, le
premier reste A'= A — Ba'' est formé.

Mais, parce qu'il renferme des lermes mblahles unpmcédea la
réduction , et 'on trouve

A’ =20 — A4 20— 2 — 1.

On opére d'une maniére analogue sur le dividende A', On oblient
un second terme -3 au quolient , et un second reste

=82 4?2 —1,

quon prend encore pour dividende; ce qui conduit i la valeur
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-1 du quotient. Enfin, le troisieme reste A"
 quee Vopération est l.erlmnée EAR

3. DMIIE , on abrége, en remarquant que le prodait du
premier terme du diviseur par le. ‘terme du quotimucluellemenlem
ployé comme multiplicateur, est identique avec Je premier terme du
dividende partiel correspondant ; de sorte que, par la sousu"m;p, e
premier terme de dividende est nécessairement détruil. En consé-
quence, il suffit de barrer le premier terme du dividende partiel, au
moment de la soustraction.

De plus , on barre les lermes semblables, aprés laréduction , et l'on
se dispense de transcrire les termes du dividende pour lesquelsil n'y a
pas de réduction.

35. Je dis maintenant que $il n'existe pas de polyndme entier
qui , mulliplié par B, puisse reproduire le dividende A , et qu'on
appligue aux polyndmes A, B, les régles de la division, Pimpos-
sibilité de la division exacte sera mise en évidence parce qu'on
parviendra toujours 4 un reste ou dividende partiel dont le pre-
mier terme ne sera pas divisible par le premier terme du diviseur.

En effet, accordons d'abord que , dans lasuile des dividendes dont
le degre WW inférieur a celui du diviseur, le pre-
mief terme de chaque dw%ﬁﬁ soil divisible par le premier terme
du diviseur ; sans qggbl_;wﬂuhlé "lwmon proposée serait
déja évidente. L -

En continuant lt.-s calculs, on parvwndraﬁ unreste de degré moindre
que B, par rapport & @. Car, aprés chagque soustraction, le premier
terme de chaque dividende partiel est détruit (n® 3%). Done lesdegrés
des dividendes successifs ou des restes, vont en diminuant au moins
J'une unité , tandis que le degré du diviseur B est invariable.

Dés qu'un reste estde degre moindre que le diviseur, si ce reste est
nul, on a un quotient entier exact, ce qui est contraire a I'iypothise
actuelle. On arrivera done & un reste différent de zéro, et d’un degré
moindre que celui du diviseur. On en conclura que la division exacte
est_impossible, ¢'est-a-dire, qu'il n'existe pas de quotient entier. Car
autrement , le premier terme de ce reste, divisé par le premier
terme du diviseur, qui est d'un degré plus élevé, devrait donner un
terme enfier du quolient exacl, ce qui est impossible (n° 29.)

La proposition réciproque est évidente, 8i le premier terme-d'un
dividende partiel west pas divisible par le preniier terme du diviseur,
soit parce que I'un des coefficients n’est pas divisible par Pautre , soit
parce que le degré du dividende partiel est inférieur an degré da di-
viseur, la division exaete de A par B est impossible. Gar autre-
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ment, la division particlle que mous supposons impossible , devrait
donner un terme entier du quotient [n® 31), ce qui est absarde.
Voici un exemple d'une division qui ne peut se faire exactement.

I)mdendaa Dividende B.
204 Wi +3a.-=+4c+e| A e Boiting 5
o =R EE= -
-l—m’—ﬂ.'r

nu!é' SIS & az+6

Le polynome Q= mf-ﬂm' <~ a n'est pas égal au quouenl F
Mais en d&uuunl pn'r R le rﬁqurc que B on a

T ol 3

e ol

Ainsi, pour compléler la vraie valmdnquou:uu il mndr;i'fddlu

i E__wme‘” e Teaction BEsbrique ¥ B dontic dividende

ou numéraleur R est égal an dernier reste de la division, et dont le
diviseur ou dénominateur B est le diviseur propose.

36. Dans ce qui précéde , nous avons supposé les termes A, B or-
donnés par rapport aux puissances pEcroissantes de la lettre @ qu'ils
renferment. . '

Si I'on ordonne A, B, par rapport aux puissances choissantes de ,
ct que, par hypothése, il ewiste un quotient exact Q, on obtiendra,
en suivant la régle de la division , mlulﬂmde Q ordonnés de.
méme gue A et B

La démonstration est absolument la meme quau n° 31, et se fonde
sur ce que dewx factewrs el lour produit étant ordonnés, le premier
terme du produit est égal aw produit des premiers termes da fac-
eurs,

Rtmoom Si, lorsqw' on a ordonné par rapport aue puf:-
sances eroissantes de x , les polyndmes

=_d +b 4 4. 4z,
B=a"4b" ¢ +.... 25
il arrive que lopération se termine , ¢'esl-d-dive, si, aprés avoir
obtenu un certain nombre de guotfents partiels a’, b, ¢",.... 2",
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ol aprés avoir gousl its Ba”, Bb", - Bty on pdnun_t
@ un WESTE NuL., il ir que le polyndme entier -
<3 ‘}"'" = b +cu 3 =Q, ey

dehnT hmm u@ﬁ'ﬂu valeurﬁ'qlm-
gPa v
ona

=9

A=Ba"4-A'=Ba"+ (BV"'4+A")=Ba"+Bb"4Be'"+A (= =iele: ;
doi A=Bla"+b"+c"+...+-2")=BxQ. :

Mais, 1 LA DIVISION DE A PAR B EST IMPOSSIBLE , nous ne pouvons
plus affirmer, comme au n* 35, que l'op doive parvenir a un divi-
dende partiel dont le premier terme ne soit pas divisible par le pre-
mier terme du diviseur ; car, au contraire , il peut arriver que les
divisions partielles se fassent (oujours armcm: et loauu une
série illimitée de termes entiers, -

Cela aura lien, par exemple siB mrcrme un terme indépendanl
de @, et égal & I'unité.

Quonait A=zt dr41, B=2"—2r+1.

SiI'on ordonne A ct B en décroissant, on ohnenl'ﬁd;}}ﬁaﬁer
terme da gntmnt le nombre 1, indépendant de ., et pour reste le

mondme 62, dont le degré est ml'éneur au diviseur. La division de A

par B ne pml'ﬂﬂm pu donner un qnouent entier exact. y;vm quo-

tent est l‘qi: a:‘

Mais si I'on ordonne A et Ben l:rmmnl. il est clair que la division
du premier terme de chaque dividende partiel Jnr le premier tmne 1
du diviseur, sera wqiourspasdb!a et I'on pouruohtemr aulant de
termes entiers du quotient qu'en le voudra , sans que la division soit
jamais terminge. Car, si 'on parvenail a un reste nul, il y aurait un
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polynéme entier Q , formé d'un nembre limité de termes , qui don-
nerail B> Q= A. Donc, en ordonnant A et B, par rapport aux
puissances décroissantes de 2, on aurait obtenu par la division, ce
polyndme Q ordonné aussi en décroissant; ce qui,n’est pas.

1l faut done établir un autre caractére auquel on puisse recon-
naitre l'impossibilité de la division, lorsque les polyndmes A et B ont
été ordonnés en croissant.

37. 8'il w'existe pas de polyndme qui , multiplic par le dwimtr B,
reproduise le dividende A, et quw’ayant ordonné A et B par rapport
aux puissances croissantes de la leltre x, on applique les régles de
la division , Vimpossibilité de la division deviendra évidente lors-
q@Won aura été conduit fm quww un ferme dans loguel
t’wwn la différence des ezpasanfs de cetle lettre
dans le derniér terme de A et dans le dernier termede B.

En effet, accordons d'abord que, dans les premitres divisions par-
tielles, le premier terme du dividende ait été divisible par-le pre-
mier terme du diviseur, sans W I' imposslhllue de la division
exacte serait déja évidente. o TR

Aprés chacune des soustractions dans lesquelles on retranche du
dividende le pnﬂm du diviseur par le quotient partiel oblenu, le
premier terme du dividende partiel est détruit. Done les degrés des
dividendes successifs ou des restes vonl en augmentant au moins
d'une unité , tandis que le degré da diviseur est invariable ; et aucun
des restes n'est nul , car autrement la division serait possible (n° 36),
ce qui est contraire i 'hypothése actnelle.

11 suit de 1a que les quotients partiels successifs sont d'un degré de
plus en plus élevé, par rapport & 2. On sera donc conduit, aprés un
nombre limité de divisions, & un quotient particl dans lequel ['cx-
posant de x sera plus grand que la différence des exposanis de x
dans le dernier terme du dividende A el dans le dernier terme du
diviseur B. ;

Or, toules les fois qu'on parvient a un guoﬁeiu partiel qui présente
ce caractére, l'impossibilité de ladwpion propou‘c devient éridente;
car la puissance de 2, dans le produit de ce quotient partiel par le
dernier terme z' du diviseur B, sera plus élevée que la puissance de &
dans le dernier terme z du dividende A ; donc, i plus forte raison ,
Ia‘pmmnoe de « dans les produits de z' par chacun des quotients
partiels qu'on obtiendrait ullériearement , serait plus elevée que la
puissance de x dans le dernier terme z du dividende.

On reconnait done alors que la vraie valeur du quolient B "
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pourra pas élre exprimée m‘mnfmwn Jmﬂ&ﬂe termes entiers;
car, si cela se pouvait , en désignant par z"" le dernier quotient par-
tiel, on aurait nécessairement s’ < 5" = 5 (n° 16); ce qui n'cst pas.

Dans l'exemple précédent , Vimpossibilite de la division de
1 + 42 2* par 1— 2z 4 at, de'nente\fid&laaprés la deuxiéme
division qui a donné le quotient partiel 623 ear le produit
62 ¢ 2 =6 X x* st déji d'un degré supéricur a celui du dernicr
terme x* du dividende. 11 en serait de méme, a plus forte raison,
des produits de 2’ ou 2* par les quotients partiels ultérieurs 1227, ete.

On ne pourta donc pas avoir au quotient un dernier terme 5" dont
le produit par z' ou 2* soit égal an dernier lerme 2* da dividende.

Lorsque la division ne se termine pas, si 'on désigne par Q I'en-
semble des termes entiers oblenus au quotient, et par R le reste cor-
respondant, on aura

A

W, s R
A=Bx<Q4R; B Q+'l_!"
Ainsi oncompldlcra la vraie valeur du quotient %. en ajoutant a la

parlie entiére Q, une frmm»alséhnque R' dont le dmdende on

nmnerateur est égal au dernier reste obtenu , et dont le diviseur ou
dénominateur est le dwmm‘ mﬁ On trouve ainsi que

i&z&-’“’*"'rm B~

e

Polyndmes qui renferment plus d'une lettre.

38. Le cas oi le dividende A et le diviseur B ne renferment pas
plus d'une lettre, va servir & démontrer la régle de la division
(n» 30) dans le cas ot A et B peuvent renfermer deuw letires. On en
déduira que la régle est applicable au cas ot A et B peuvent ren-
fermer trois lettres, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des

* lettres. La régle sera done générale.

Les termes A et B pouvant renfermer deux letires, 2, 2!, conce-
vons ces polynémes ordonnés par rapport aux puissances décrois-
santes de z. On aura A=a-+b-+te+... 4z, B=a' b 4¢' ...
—+2z'; les lellres a, b,. . z, @', V',... =’ représentant des termes dans
lesquels les multiplicateurs monémes ou polyndmes des puissances

18
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de & ne pourront renfermer que la lettre =’ et des nombres connus.
Nous avons vu comment on obtient le quotient a"==— lorsque

les multiplicateurs des puissances de a, dans les termes @, @', ren-
ferment une lettre au plus.

Raisonnant comme au n° 31, on conclura que o est le premier
terme du quolient, c'est-i-dire le terme du quotient qui renferme
la plus haute puissance de x; le multiplivateur de cette puissance
de @ pouvant d'ailleurs étre mondme ou polynome.

Formant le produit Ba", et le retranchant de A, on aura un reste
A'=A—Ba", quisera le produit du diviseur B par la somme des
termes encore inconnus du quotient. On sera conduit a diviser le
premier terme de A’ par le premier terme de B, pour obtenir le
second ferme du quotieat. Or, on saura effectuer cetle division ,
puisque, dans ces premiers lérmes, les multiplicalenrs mondmes ou
polynimes des puissances de & ne peuvent renfermer au plus , que la
leltre o',

On determlnerl llnﬂ wmt tous les tcrmcs du quolient ,
et la division sera effectuée ezamnﬂ‘&‘?n?mi un reste nul.

Mais si I'on parvient a un dividende partiel dont le premier terme
ne soit pas divisible par le premier lerme du diviseur , soil parce que
le multiplicateur de la puissance de & dans le dividende n'est pas di-
visible par le multiplicateur de la puissanice de 2 dans le diviseur ,
soit parce que le degré du dividende partiel est inférieur au degré du
diviseur , on saura que la division exacte de A par B est impossible

(n°® 35), et I'on aura %=Q e %

Si I'on ordonne A et B par rapport aux puissances croissantes de
z, on délerminera, de méme qu'au no 36, les termes du quotient
ordonné en croissant par rapport a .

Si I'on obtient un reste nul, la division sera lerminée. On recon-
naitra au contraire que la division est impossible , si la suite des
calculs améne au quotient un terme dans lequel I'exposant de x soit
plus fort que la différence des exposants de = dans le dernier terme
de A et dans le dernier terme de B (no 37),

39. Dans le cas ot A et B peavent renfermer frois lettres, les mul-
tiplicateurs des puissances de 2 dans les termes a, o', ele., ne peu-
vent renfermer au plus que deux lettres. On taura done effectuer les
divisions parlielles qui servent & déterminer les termes du quotient,

Onobtiendra donc le quotient %, lorsque la division sera possible,
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ou bien, l'on s'assurera de l'impossibilit¢ de la division exacte.

Dans le cas ont A el n;mem renfermer quatre letfres, on sera
conduit, scim obtenir successivement les termes du quotient, aeffec-
tuer des divisions auxiliaires sur des monomes ou des po]ynﬂmes

renfermant trois lettres au plus
En résus déwrmlﬁtﬁui‘a\ggqg:uent %e g W’ﬁl‘el que soit

le nombre Ietl.ru, est ramenée a la détermination du quotient de
deux quantités algébriques entiéres M et N, quirenferment unﬂuue
de moins. On sait dong faire la division dans tous lés cas, parce qu'on
saitla faire quand les deux termes ne renferment pas plus d'une lettre.
40. Dans I'exemple suivant, les termes A, B, renfermeront trois
lettres, @ , y, 5. Nous ordonnerons par rapport aux puissances dé-
croissantes de x; et, parce que les coefficients ou multiplicateurs
des puissances de @ sont polyndmes et renferment plus d'une leltre |
nous ordonnerons ces coefficients eux-mémes par rapportaune lettre, y.
Nous aurons

A=(byP—9)a" {48y s—108y=")r-H(— 32" 48y 2162y = 2432 ;
B2y —33) &'Hby'—12y=+02 Je-HBy—12y = + 18y:—212Y)

Le dividende A est conndere dans oatlnlbrme. comme ayant
trois lermes, @, b , ¢, savoir, un terme en 2%, un terme en 2 & la
premiére puissance , el UN TERME indépendant de .

Le diviseur B est de méme considéré comme ayant frois termes,
a', b, ¢, savoir , un terme en Z*,'un terme en .z & la premiére puis-
sance , et uN TERME indépendant de 2.

1+« Division partielle,

& —93* | 2y — 3z
— by byz 2y I3
ferreste - byz — 9z° v
— bys 4 92°
2¢ reste . 0

Pour avoir le premier terme a” du quotient, on effectue a part la
division de @ para’. On a

a  (4y*—92%)a’ (Ay‘-— !z') P
a = Ry -3 oy —az ;

et I'on oblient a' = (2y+4-3z)z.
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11 faut multiplier tout le diviseur par a', et retrancher le produit
du dividende A ; ou bien (no 33), changer les signes des produits

partiels , 2 mesure qu’on les obtient , el écrire, par ordre , au-des-
sous du dividende , ces produits ainsi modifiés.

Nous nous dispensons de rien écrire au-dessous du premier !cm
a du dividende;; il suffira d'omettre , dans le reste réduit , ce premier
terme a , qui sera nécessairement détruit (n° 34).

Ayant réduit au moindre nom bre de termes le reste A—A—Ba",
on trouve que le-premier terme du nouvean dividende A’ est la quan-
(16 m—(—ByP-12y"s- 18y’ 2737

2, Division partielle.

Sy ARy Byt — 2T | 2y — 32
+8y* —12y%: —4y* 4 92*
1er reste 18yz* — 27z
— 18yz* |- 27z°
B e s -
Alors on elfectue apart la division de m par a. Ona
(— 8y +12 'x-i—i&yz‘ Azd)ar,
T Ty 5 :

.‘i'f'—"'*

et 'on obtient b= — Ay - 922

Il faut multiplier chaque terme de B par b, changer le signe de
chaque produit partiel , et écrire, par ordre au-dessous du dividende
A’ ces produits ainsi modifiés.

Nous nous dispensons de rien écrire au-dessous du premier terme
m du dividende A'; il suffira d’omeltre, dans le reste réduit A", ce
premier terme m.

On tronve , réduction faite , A”=0. L'opération est terminée.

Voici comment on dispose ordinairement les calculs.
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‘Dividende A.

‘3"

—t

..:—ﬂJv":" ‘

Ptodml.

..

r"‘

—

3 ¢ +ﬂgf‘:[
T —tay

- B6y2?
—27s*

Fo F ETTE

—1 05)':'

[TREFANE
|xf— 16y*
+ 2=
G
+ Syt

Toaia

— 2
+ 3651

19 reste
A?

Produit
soustrait.

+12y%2
+18y2?
—97a

i

8y} |a'— 10p*

+ 48y
—108ys?
+ 8Lzt

+ 16"

+ 36"
— 22
+108y23
Zai

Ty
Tiona
—243:% |
3
t s
7 : 1
500 18

—_— W]l

410880 s
—102yz* :
424328

2¢ reste |
A",

e |

'?-
0 -

oy

=1

M. Pour qu'un polyndme A soit divisible par wn mondme B, il
suffit et 1o vaur que chacun des mondmes dont le dividende A ost
composé , soit divisible par le mondme diviseur B.

En effet, 1¢ soit A=a-b-fc4-... 2. "

8i les quantités a'=

b
B"'“‘B

Sl =i-’. S0nd ENTIERES, ON a

a=Ba' b=BV',.. 5=Bz’", A=B(a'b'+.. 42", %—d-{—b-[— A
Le quolient % est done entier.
20 Soit le polynime A= BX Q, le facteur B étant monéme , et les

deux facteurs B, Q, étant entiers. Conceyons les polyndmes A et Q,
ordonnés par rapport 3 une méme lettre . Supposons qu'on ait

A=dtbtcd..tz et Q= a'pbi'd-e'ro o',
Dela  A=B(@+b'4..47)=Ba'+Bb'+...4-Bz".

Considérons d'abord le cas ot a”, §"

yooo 2" sont des mondmes. Le

| e—

B Lo

R T T T T T T W T !
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produit partiel Ba" ne peut se réduire avec aucun autre ; il est donc
égal ad premier terme a du produit A ordonné. Ce terme a est par

conséquent un mondme, et Fon a fég Done le premier terme

mondme a du dludmtk A est divisible par B, lorsque A est divi-
sible par B.

Retranchant de A le produit- partiel Ba’ ou @, on a un reste
A'=b-e4...4z=DBb"4Be'f .. 4Bz", et Von prouve comme
précédemment que le terme b est un mondme égal a By, Donc
" =8 Par conséquent, le second lerme mondme b du dividende A

est divisible par B, lorsque A est divisible par B et ainsi de suite.

Admettons main 2 ...._rmm étre des poly-
nomes. Le pmduitporlial Ba’ ne peut se réduire avec aucun des
produits partiels suivants, parce que dansaucun de ces produils, la
lettre & ne se trouve & la méme puissance que dans Ba'. Done on a

encore @ = Ba’, et &—!;tilo terme a du dmdende A est done un

polynéme divisible par le mondme B.

Par conséquent, chacun des termes mondmes dont @ se compose
est divisible par B. On verra de méme que b est un polyndme égal a

‘Bb", et que B divise chacun des termes mondmes de b, etamsi de

suite. -
On voit par 1 que, si la dmsmn de I'un des lermes mondmes de

A par le mondme B ne se faisait pas exactement, il ne serait pas
possible que A fat divisible par B

42. Pour qu'un polyndme A , ordonné par rapport d une letire
x, 80l divisible par un autre polynime B qui ne contient pas celle
hm'a , il suffit et . vavr que chacun des comvviciesTs des
puissances de x dans A, et le terme indépendantde x, s'il y en a
un , soient divisibles par le polyndme B,

En effet, 1* soit A=a+b+c+...+z.

o e :
ba!umntttaa=n.b B z‘—h.aonttmhu,ona

a=Ba’, b=Bb",..z=Bz', A=B(a"4-b"+. +n —a b s

Le quolient % est m entier,

2° Supposons que le polynome A soit le produit du polynome B
par un polyndme entier Q.




ALGEBRE. OPERATIONS OU TRANSEORMATIONS ALGEB. 279

Puisque le produit A contient &, et que le facteur B ne contient
pas cette lettre, il faudra néewmremlthﬂreaumdas
le facteur Q.

_Concevons que A et Q mﬂmnés par rsppm , et qu'on
aitalors Q=a'+b'4c'+..4s", A=ad-btc+..+3;
d'oin A=BxXQ=Ba+Bb+Be'} ..+ Bz

Le prodnitmm"ﬁne peut se réduire avec aucun autre. De la
Ba'=a, a” =-=B Done le premier temsdeAesldivilihle par B.

Retranchant de A le produit partiel Ba® ou @, on a un resle
A'=b-c+...+ z=Bb'4Be"4...4+Bz"; et l'on prouve comme
précedemment que le terme b est égal au produit partiel Bd". Donc

¥ = 3. Par consiquent, le_second terme de A st ivisible par B.

|
En continuant i raisonner de la méme mm;‘-'gn recounall. que
tous les Teames de A sont divisibles par B.

Or, si I'on considére dans le facteur Q un-erme de la forme M"z"
qui représente la somme de tous les termes monomes du quolientdans
lesquels la lettre @ est affeclée d'un méme exposant n, le produit
partiel B X M"z" ne se réduit aver aucun autre. Il est donc égal au
terme Ma™ du dividende A, dans lequel la lettre & a le méme expo-
sant n. Par conséquent. M == BM'a, ok M BM, M =%

On voit done que char.uu des coemmm des puissances de .1: dam
A est divisible par B. s

De méme, s'il y adans-lequoumtmtmﬂ“qu npmanl.ela
somme de tous les termes mondmes indépendants de &, le produit
partiel BM", indépendant de ', ne se réduira avec aucun autre. Le
dividende on prod:nl A contiendra donc un terme M indépendant de

a, el quisera égal 3 BM". On aura donc encore M “%' de sorte

que le terme indépendant de & dans le dividende sera aussi divisible
par B.

Donc, ¢l arrive que I'une des divisions partielles, telles aue l;,
ne se fasse pas exactement, on en doit conc]urc que A n'est pas di-
visible par B.

43. Un mondme n'est jamais divisible par un polynome. Car le
polynéme diviseur B ayant au moins deux termes dissemblables . le
produit de B par une quantité entiére Q contiendra toujours au moins
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deux termes dissemblables (n° 16) et ne pourra’ pas ‘Btre égal au
mondme dividende A, i
A4. Pour obtenir le quotient d'une division proposée, il n'est
pas NEcessatie d'ordonner’ d’ebord le dividende ef le diviseur par
rapport d une lettre. -
Soit, par exemple , ;
b—xﬁa’k‘:‘—s&a‘h&lm‘b’c’+tﬁab‘c‘—2&‘b’c‘
B=3a'b'c'-|—-&ab‘c'-—7a‘bc ;

[.e diudende et la diiiﬂmr proposés ne sonl ardonm ni I'un ni
I:ia ,osije reemmﬁe dans le dhidmdeel dans le diviseur les
termes qui ranfermsm respectivement e puissance la moins élevée
d'une des - exemple , ou au eontraire [a puissance la
plus élevée de mﬂa I . tient cherché ne pourra étre exact
quautant que ce terme du dividauhml. divisible par le terme cor-
respondant du d (n® 16), et si la fwmﬁlt exac-

tement , qumme la puissance

e de la lettre @, ou aq_q:oWh‘plm

élevée de celte lettre, « <o o

Je remarque que , dans le quatriéme terme du tﬁﬂlmde el dans
le second terme du diviseur , la puissante de a est plus faible que

16ab'es

!i_tnsiuraulm termes. Jeflectue la division partielle 717 Abe.
J'obtiens un quotient exact,, qui est certainement un terme duquotient
cherché, si la division proposée doil se faire exactement.

Je retranche du dividende A le produit-du diviseur B par le quo-
tient partiel 8¢, et jobtiens, aprésddlmimi un reste

A'_mw—swoo—;-iww

que je n'ai besoin d'ordonner par rapport & aucune lettre.

Considérant A" comme un nouveau dividende, je remarque que,
dans le sccond terme de A' et dans Je dernier terme du diviseur B,
la puissance de la leltre b est plus faible que dans les autres termes.

— 85a*h
Yeflectue la division parlielle ; "'a'bc‘:""' 5at. ¥ ohtiqgns un quo-

tient exact qui est certainement un terme du quotient t:harché sila
division de A par B doil se faire exactement.

Je retranche du dividende A le produit dudiviseur B par le quotient
parliel 5a%, et je trouve que le second reste A" est nul. Par conse-
quent P'opération est terminée. On a ,
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deux termes dissemblables' (n® 16) et ne ponrrapas ttre égalau
mondme dividende A

4. Pour obienir le quotient d'une division proposée , il nest
pas NEcessARe d'ordonner d’abord le dividende et'le diviseur par
rapport ¢ une lettre. ‘

Soit, parre:mﬁe, :

A=38¢.’ c‘-— 1Wc‘+16ab*c'—ﬁa‘b'c'
O hable—Tatte.

Le dmdendc el.le diviseur prupo:éa ne sont ordonnés, ni I'un ni

A Livaucune des leftres «, b, ¢, qu'ils renferment.
Mais, si je «dans le dividende et dans le diviseur les
umes qui renfarmunl respectivement du. puissance la moins élevée
exemplc 2,00 au contraire la puissance la
' ient cﬁ!uhﬁ ne pourra étre exact
qu'autant que ce terme du dividende seit divisible par le terme cor-
respondant du diviseur (n° 16} et sila Wm exac-
tement , elle donnera leterme du'qu enferme la puissance
h‘%& de la lal.tre a, ouau conlralre la ﬁmwua
élevée de collolettress smbem G i soivsiia

Je remarque que , dans le quatnéme terme dn dividtnde et dans
le second terme du diviseur , la puissante de @ est plus faible que
t!am les autres termes. Jeffectue la division partielle 1——-3 g; = hbe.
Jobtiens un quotient exact, qui est certainement un terme duquotient
cherché, si la division proposée doil se faire exactement.

Je mranche du dividende A Iemdmt-du diviseur B par le quu—
uenlpartielibc ct j'obtiens, aprés réduction , un reste -

AMW—M&-F&W
que je nai | i besoin d'ordonner par rapport a aucune lettre.

Considérant A’ comme un nouveau dividende ;. je remarque que,
dans le second terme de A' et dans le dernier terme du diviseur B,
la putssance de la lettre b est plus faible que dans les autres termes.
J'aﬂeclue la division partielle ;. ;:::c--]-&‘ Jobtiens un quo-
tient exacl qui est certainement un terme du quotient cherché , si la
division de A par B doit se faire exactement.

Je retranche du dividende A' le produit dudiviseur B par le quotient
partiel 5a2, et je trouve que le second reste A" est nul. Par consé-
quent opération est terminée. On a
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I‘OHI domkdwm bﬁfuﬂ‘dka‘dﬁ!—
dendes parugkmmmfs{n* 30), parce quon est ainsi dispensé de
rseﬁerghr dans le cours des opérations , un terme du dividende
el un terme du diviseur dans lesquels une méme lettre soit affectée
r d‘m-wpmupha{ouu plus faible que dans tous les autres; ot

paree qu'il devient plus fmlc de reconnailre les mtmﬂaﬂu
et d'opérer les mipucTioNs. |

45. Lamrrhmdnpmuam de mdmdcmdcdwa:m—
tités est toujours divisible par la pywwriResce de ces dewx quantités.
chnquc:::"'—-a"'entdlvlsnblepar:t—a,etqnelequolientmctesl

2=t - et LS et - am =t 4@ — Q.
Ene,ﬁgﬁ‘m&m Sl}quona Q(EMM

o™ —1 |
T—a, -—-Q-—.’t o

Mais on peat établir le méme principe, et dccou %cam-
position du quotient, au moyen de quelques divisions

™. o o= ™ r—a
—ama g r w-;—w-;i*ﬁ_..
1°° reste ar™=t —q* !
— ax™t - a* gt
2¢ reste a*z™ " — a™

Lorsqu'on effectue la premiére division partielle, on a pour quotient
partiel 2=, et pour premier reste ax*—!'—a™ ou az™'—aXxa"'.
Parcoméquenlg:“—-a“ﬁH}x""—{—a(x'*'—-uﬂ-‘} Donc 2™—a™
serait divisible par 22— a, si 2™ — a™—* éait divisible par z— a;
c'est a-dire qu'en geénéral, la différence des puissances de méme
degréd de dewr quantiles x el a serail divigible par la différence x—a,
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si la différence des puissances immédiatement inféricures élait di-
visible par x—a,

Or, z'—a est divisible par £ —a ; le quotient est 1. Done z*—a*
est divisible par 2—a ; d'ou I'on conclut que x—a divise &*—a®, puis
at—a', etainsi dusnih. Done, en augmentant ainsi constamment d'une
unite les exposants de 2 et de @, on peut s'élever jusqu'au degré m
et I'on conclut que ™ — a™ est divisible par & — a.

En continuant la division , on voit que , dans le premier terme de
chaque reste, I'exposant de @ augmente constamment d'une unité,
tandis que Vexposant de 2 diminue d'une unité , de sorte que ce pre-
mier terme est constamment un mondme positif du degré m. Il en ré-
sulte queles premiers termes du quotient 2m—ietc.
sont soumis & la loi précédemment énoncée (ne21). On s'assure
alors que cette loi es rla wmaumdnqmmt.
en effectuant la multiplication Q par z — u(n‘il),l‘
trouve en effet un produit égal & am—am

46. La pierERENCE damﬂmrm de méme degﬂfdadmx
quantités est divisible par la somue de ces quantités.
m‘a"‘ w7 ost divisible par x4

tient exact est N e e T
-]:’m_l __W_'_ a!;!:!l!—ﬂ e — g!ll_—_lz!_kqh—lz_‘“m—l oy Q_
En effet, nous avens vu (n* 22) ga'on a Q(z 4-a) = ™ —a™.
bonc e =
— na .
Mais on peut élablir le méme principe au moyen de quelques divi-
sions partielles.

il e —a*"|a+ta
— i1 T — gt aiytn
1¢r reste —ax™—t —a'™ A e
2¢ resle atxim—t—gtm|

Lorsqu'on a effectué les deux premiéres divisions, on a pour les
denx premiers termes du quotient a™—!— gz*-* el pour
deuxiéme reste a*2*—*— a*® ou a*(a*"—*— a*™~*). Par conséquent,

2 — g = (2 a) (2 — az¥-?) - a® (2P — et
Donc, #*™ — g*" serait divisible par x 4- a , si 2™ — ¢*™* étail
divisible par x 4 a ; c'est-a-dire qu'en général, la différence
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duwm:mmdagrd de deua quantités x el a serait
divisible par la somme x +-a, si Iadiﬂmmupum in-
férieures de deux unités était divisible par x -+ a.

Or, a* — a” est divisible par o 4 a; le quotient est @ — 4. Done
x*—a est chﬂfble par z-igcm aussi z% —af, et
ainsi de :;nih Donc, en augmentant constamment de denx unités
les e ts de 2 et de @, on peut s'élever jusqu'au degré 2m. La
divisibilite de ¥ — a*" par & 4~ a est donc démontrée.

~ Le premier terme de chaque reste est alternativement négalif et
positif. L'exposant de @ augmente et 'exposant de & diminue con~
stamment d'une unité dans ce premier terme; de sorte que tous les
restes obtenus sont du degré 2m. 11 en résulte que les premiers ter-
mes du quotient sont soumis a la loi précédemment énoncée {no 22).

On s'assure alors , par lamullipimhon, que la méme loi s'élend
i la totalité des termes du quotient.

§7. La soMME des puissances I1MPAIRES de méme degrd de deux
guantités est divisible par la somye de ces quantilés.

Je dis.que @+ - a®+1 est divisible par 2 -+ a, et que le quo-
Lient exact est

M ggptmet ogiptm=t— L gttt — @ et = Q.
En effet , on a vu (n* 23) que Q&+ a) = a*™ - a™t,

mm‘h! a“ﬂl'l'l
Do = c=4).
R = Q.

Autrement, aprés deux divisions partielles . on a au quolient
x* — ax*—', et le reste correspondant est a’z*"—' 4 a**, ou
a*{g* =t - a*~'). Par conséquent, 4

im + amH — {z + a) (m"' M!‘m—l\ + ﬂs(xh—i + aﬁ—i] .

—ax™ - atmHt
+ aa™ 4 a*x ™
’ B o asa

ce qui fait dépendre la divisibilité pour un certain degré impair, de
la divisibilité pour le degré qui est inférieur de deux unités.

Or a-}-a est divisible par 2+4-a. Done a-f-a® est divisible par 2--a,
done 2 -} a divise exactement x* - a®, et ainsi de suile.

La loi du quotient se manifeste dans les premiers termes el se ré-
rifie par la multiplication pour le quotient tolal.
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48. La somwe des puissances pamgs de méme degré de deux
quantités n'est pas divisible par la somme de ces quantités.

Je-dis que 2*" - "™ n'est pas divisible par # 4-a; que la partie
entiére du quotient est @' —garm—if.. - a* 2z —a*™! (o 46),
et que le dernier reste, indépendant de x , est 2a™,

Eneffet ' 2% @™ = (2*m— g*) 4-2* —

= (w4-a) (@I — aa*=* L @tz — ) - 2%,

49. La vivwknence des puissances \mpaines de méme degré de
dewa quanhm nm pas divisible par la somMg de ces guantités.

west pas divisible par Z--a, que la
paruesnuére dun quouenl est ™™ — M.‘-—n""*’.r-l-a“' (n' A7),

etq'uelem &
Eheffet ~ ™ _a!mﬂ ) {x""+'+ 5%4] = j“n.-ﬂ
= (ﬂ+‘) ww*ﬂ!‘i‘a"} —atmt,
30. La somme des puissances de méme M quantités,
west jamais divisible w @ DIFFERE: ‘n de ces quantités, .
Je dis que d"¥ n'est pas divisible par ' i
entiére ﬂﬁ quotient est 2™ a.z:"'"’-{- a‘.r"-"-]- Famtzt am—t
(n" 45) , et que le dernier reste, indépendant de @, est 2a™.
En effet T @™ = (™ — @) -2 @™ =
= (z —a) (@4 ax™*+.. a2+ =) 2.

Caleul des fractions algdbrl'quu-

51. Les fractions algébriques, telles que & P etlesfractions arithme-

tiques ordinaires, telles que g 1 19' , ont ce caractére commun ,
qu'elles indiguent Je quotient d'unedivision & effectuer. Mais dans les
fractions algébriques, les termes a, b, ne représentent pas toujours des
nombres entiers et posilifs; c'est en cela qu'elles différent des frac-
tions arithmétiques. Néanmoins, par analogie, le dividende a s'ap-
pelle encore numérateur, et le diviseur b s'appelle dénominateur de
la fraction algébrique.

Or, quelles que soient les expressions numériques ou algébriques
que l'on congmvemuesi la pllceduleumu,b ¢y d,ele. dans les

fractions & B i .-., nous allons prouver que foules les régles du cal-
cul des fractions arithmétiques sont applicables au calowl des frac-
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tions algébriques sous la seule condition que a, b, ¢, d, etc., re-
présentent des expressions auxquelles on peut appliquer ce principe :
Un produit ne change pas, dans qulqu ordre. w les multiplica-
tions soient indigudes.

Nons repp&\lerons rgle quotlent dela divmon d?lrgy b.
Dela 5 ﬁq. et a-bx q.

52, Bn ne change pas la valeur d'une fraction a!gébrqm lors-
gwon multiplie ou lorsqu’on divise les deux termes ﬁlr une méme
quantité.

Soit en effet F=q, Aol a=bX ¢, et par suite cxquXn.
En admettant que le produit b X ¢ X n ne change pas, dans quel-
que ordre que les multiplications soient indiquées , on aura
bXgXn=bXnXqg=(n)Xgq

: an =8
Donc oo I enfin ;=g = .
53. On réduit les fractions algébriques au méme DENOMINATEUR ,
sans en changer la valeur, en multipliant les deux lerines de cha-
cune d’elles par le produi t des ddnominauurs de toutes les aulres.

- Eneffet, on a 131!-5 5&! = (n° 52). Donc, en admellant que

— d ch
db = bdk, les fractions » _‘, _p_envent. etre exprimées par %, :d , et
sont réduites au méme denominnteur.

De méme pour]esﬁ'aehohsb d' ?.- . on aurait

a_a@f) _(@ha_adf ¢ _cif cbf e_ebd

o~ (@) (@b baf’ a~abj vaf’ [ va

54. AopiTios. Aprés avoir réduit auw méme dénominateur les
fractions d additionner, on obliendra la somme en divisant la
somme des numérateurs par le dénominateur commun.

b ¢
* Iat a-
Si e ST

nous posons 5 = ¢, 5 =4¢', 5 = ¢, nous aurons

a=dq, b=dq', c==dq"; d'00 at-b-c=dgdg'Fdg"=d{g+q'+q").
Done a_—|-+:-{-_c=q+ql+q” =g+g+§‘

En effet, soient a ajouter les fractions &
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5. SovsTmaction. Pour soustraire d'une fraction une autre frac-
tion, réduises les deur fractions aw méme dénominaleur. Fous
obliendrez le RESTE en retranchant le numérateur de la seconde du
numérateur de la premviére, ot en divisant le résultat par le déno-
minateur commun.

En effet, solenl-&::nq,z_q. dod a=dg, b=dg. Onam
b

a—b—dq—dg'=d(q—7); par conséquent —-——c-"::.- -2
56. MuLripLicavion. 7ous obtiendrez le pmovuir de plusieurs

fractions en divisant le produit des numérateurs par le proMl des
démalm

Eneﬂ'et'.lﬁltf—q. :zl-'q' d'ou ﬂ-—bq, cﬁ‘f Par conseé-

quent, ac= (bg) X (d¢").
Or, en admettant que Tordre des facteurs n'influe pas sur la va-
leur d'un produit, on en conclut, comme en arithmétique , que pour

multiplier une quantité par un produit, i suffit de la multiplier suc-
mw chacun des facteurs, ¢ ) t; d’e ‘sorte

que - e
tmxmﬁbxvx¢xq'—{lﬁxﬁx¢-m x(m
Dnncac=(bd}><(m.el M“" bx&'

57. Division. Fous obliendrez le quorient de la division d'une
fraction par une autre fraction en multipliant la fraction prvi-
DENDE par la fraclion DIVISEUR RENVERSEE.

En effet, soient le dividende £ e le diviseur %
La quantité ;x g , uu%tno 56 ) étant multipliée par le divi-
¢ - e vt o
seur - donne pour produit W(n 56), ou 3 (n® 52), c'est-a~direle
dividende. Done ; X gm le quotient.

Caleul des expressions négatives.

58. Jusqu'ici mous avons supposé implicitement que les lettres
a,b, ¢, x, ele. représentaient des valeurs numériques absolues,
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c'est-a-dire considérées faite des signes <, —. Nous

avons supposé dans les ndmuqne la somme des valeurs absolues

des termes mmﬁ ne surpassait puh apme des valeurs des

termes additifs. ;
Par c:emplg_, nous avons. _ulmls pour un polyﬂom,

P—a—b-}-c—d—e,

que hmme des nombres b, d ., e, ne surpassait pas la mdes
nombres a, ¢, de sorte que les soustractions étaient possibles. La
lettre P ﬁ'gnail une valear numérique absolue, égale 4 Fexces de
la somme a ¢ sur la somme b-}-d-}-e¢, qui était moindre que ia
premiére , ou toul au plus égale a la premiére,

Mais, dans la résolution des questions par I'algébre , on est con-
duit & écarter ces restrictions.

Qu'il s'agisse, parexempla de trouver leqnalnéme t.erme « d'une

proportion arithmétique , les Lrois premiers termesa, b, ¢, étant

donnés. Nous savons (Arithm., p, 72) que le terme @ s'obtient en
retranchant de la somme & 4 ¢ des moyens, l'extréme connu a.

Ona . 2=b+c)—a.
Si @ ne surpasse pas 6+c,oneﬁqmla la soustraCtion , et la ques-
tion est résolue.

Mais il peut arriver que a mﬁn +c. Dans ce cas, les alge-

bristes conviennent d'accepter Vexpression (b < ¢) — a pour
la valéur du terme cherché a.

Ainsi, soient a==12; wb=T, 0==3; 2
d'oi bde=10; a=1042—=b )2

On dira @ = b4 ¢ — a = 10 — 12. On admettra, comme au n° 4,
que le terme soustractif — 12 tienne lieu de —10—2. On aura ainsi

r=10—10—2, ouenfin z=—2.

Le lerme @ se trouve alors représenté par une ezpression algébri-
que , — 2, formée du nombre 2affecté du signe —.

Qu'on acceple celle expression pour le quatriéme terme x ; la pro-
portion 127 ; 32 deviendra 12°7 : 3-—2.

Si l'on convient d'appliquer aux extrémes, — 2 et -} 12, la régle
ordinaire de I'addition (no 6), leur sowmE (cCest-i-dire le résultat
qu'on oblient en appliquant la régle de 'addition algébrique) se for-
mera en les éerivant a la suite I'un de V'autre , avec les signes qu'ils
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ont. La somme des extrémes sera'—2-4-12 ou 10. Ainsi, la souse
des extrémes sera égale a la somme T3 des moyens.

Si T'on convient d'appliquer aux termes Jet #,0u3 et—2,la
régle ordinaire de la soustraction (n° 7), la pirFiResce 3 — 2 s'ob-
tiendra en changeant dabord le signe du terme #, ce qui don-
nera -2, puis en écrivant le resultat -2 i la suvite duo terme 3. En
opérant ainsi, la DIFFERENCE des deus derniers lermes (c'est-i-dire,
le résultat obtenu en appliguant la régle de la soustraction algébri-
que);sera égale i la différence 12 —7 des dewx promiers termes ;
ce qui s'accorde avec la définition de I'équidifférence, ou de la pro-
portion arithmétique. = 0

On comprend , d’aprés cela, le véritable objet des conventions que
nous venons de proposer : a’aﬁqu‘il rénlte de leur adoplmn que les
conditions de la définition de 1'équidifférence ; et les propriétés qu'on
en déduit {Aﬂlhm n° 37} sont mamlenues pour toutes les valeurs

nmuériqul les:

pression ronna duﬂ noml
signe =7 trppeHc EXPRESSION NEGATIVE.

Ainsi, =805 2 ont des expressions négatives.

L valeur di nombre 2 ou > Sappelle valeur absolue de Vexpres-
sion négalive — 2 on ——.§

La valeur d'un polynime est négative, le polynome est négalif ,
lorsque la somme des valeurs absolues des lermes soustractifs est
plus grande que la somme des termes additifs.

8i, dans le polynome P—=a—b-c—d—e, I'on suppose
a=T, =4, =8, d=3, =358, 0na

P=T7—442—3—-5=T42—4—3—5=9—12; P=9—9—3——3.

La valeur du polyndme se réduit & I'expression négative P=—3.
60. L'introduction des expressions négatives, et les conventions
qui servent & régler les calculs ou elles sont admises, ont pour objet
de généraliser les formules aigébriques ; c'est-a-dire , que des for-
mules obtenues d'abord par le raisonnement en supposant les valeurs
des lettres soumises i cerlaines conditions particuliéres , deviennent
encore applicables lorsqu'on cesse d'admettre les mémes restrictions.
On aura bientdt I'occasion de reconnaitre les avantages qui résul-
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tent de I'emploi des expressions négatives , soit dans les questions de
théorie, soit dans la résgljlﬁw des problémes (voy. n® 71 et suiv.).

- 1l faut maintenant que les régles de caleul précédemment élablies
soient rendues indépendantes des valeurs positives ou négatives des
expressions es que I'on considére. C'est l objet des conven-
met des. t& smﬂmlas

“61. Aopition. La SOMME ALGEBRIQUE de deua: palm« est le
rmqup on oblient en écrivant d la suite du premier polyndme
roqglu termes du second , avece les signes qu'ils ont (n° 6).

Ainsi, nous convenons d'entendre par somme algébrique des poly-
nomes 16 —6 et 9 —5--2—8, le résultat 16— 6 49 — 54-2—8,,
qui urﬁml a-+48.

La somme des polynomes 6—16 et —3-4-15—2sera. 6—1&—3—;—(&—%
elle se réduit & zéro.

La somme des polynémes 16—6 et 9-}-2—31 sera tﬁ-—ﬁ-l—ﬂ-!—ﬂ—-a‘l
elle se réduit & I'expression négalive — 10,

La sowmE ALGEBRIQUE de plusieurs mondmes est le résultat qu'on
obtient en les écrivant d la sum lu uns des autres, avec les signes
qu'ils onl.

“Ainsi, nous convenons d'entendre par somme algébrigue des mo-
m’mesfﬁon +10et—2 larésulmﬂ) 2, qui se réduita 8. -

rénéralement . par celle ¢ ..“,.‘, (_i:“]_[_(_'_ —a+b
(F0)F(—0)—a—b; (—a) + (+ 8 = —a+B=B— a;
(—=0) 4 (=d=—a—b=—(at D)

11 est clair que Ja ¢ de monomes ou de polynomes
ne présente pius, lorsqu il entre des expressions négalives dans le
caleul, le méme sens que la somme arithmétique de plusieurs valeurs
numériques absolues. La somme algébrique est le résultat, positif,
ou nul, ou négatif, auquel conduit la combinaison de nnubm et de
signes qu'on a indiquée an se conformant a la régle de l'addition
algdbnque

62. oN. La DIFFERENCE ALGEBRIQUE de deux polynd
mes A, & “est le résullat qw'on obtient lorsqu'a la suite du poly-
nime A mm tous les termes du polyndme B , aprés avoir change
le signe de chacun de ces termes (n° 7).

Ainsi, nous convenons d'entendre par différence des polynomes
a—b, c—d,lervésultat a — b— ¢ +d , qui peut étre positif, ou
nul  ou négatif.

Par exemple : %—12—( 3—13)= 4—12— 3413=—42;

A—12—( 3—11)= 4—12— 3411= 0;
(2— A—(13— 3)=12— A—{3} 3——2
10
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r ‘La piFpiRENCE ALGEBRIQUE de dews mondmes s'enteénd de méme.
[- On' a généralement, par cette convention, (+a) — (1) =a— b
) (4 a) — (=¥ =a+b; (— }-—\+i)==—ﬂ—b — (a-+-b);

'g (—a)—(—b)=—a+b=b—a.
: Tl est elair que la différence algébrigue de deu:mom!m:sou de
deux polynomes; ne présente plus, lorsqu'il entre des expressions
i négatives dans le calcul, le méme sens que la différence arithmétique
. de deux valeurs numériques absolues : on ne peut plus dire que la
différence exprime l'mn m gmme sur une_aulre quantité
plus petite.
Mais, si I'on désigne par € la diﬂ’drﬂu ﬂ'g'?b?fqtb"rme selon
la régle qui vient d'étre prescrite , et qu'on fasse la somme algébri-
que B 4-C selon Ia régle du o° 61, I'on s'assurera,, ¢ commie au n° 7,

que B4-C =A.
Ainsi, la sousiractwn esl Iou‘;ours une o_pemtwu par Jqudlo on

donnée B, forme une sonnegai’e X T cnionmm

63. ln:.mm On mm vRopUIT de deuw polynd-
mes, a=—b, c—d, le résullat ac — — ad 4 bd, guwon obtiens.
quels que soient a, b, ¢, d, mgppli(_m les mémes régles (n° 9)
quesia,b,e,d,a—bete—d Mhmmﬁm

Ainsi, nous convenons d'entendre par propuIT nlgdbrim des po-
lyndmess —T et 9—12, le résultat

6X9—=TxX9—6 1247 x 12

Ce résultat est égal A 54—63—72-4-8% ou 138135, et se reduit
a<3

Le produit de 12—9 par 61 sera 12x5—9xs—lex7+9x7
ou 72—54—84-1-63 ; il se réduiti 135—138, c'est-d-dire, a I’ expres-
sion négative — 3.

Le pRODUIT ALGEBRIQUE de plusicurs mondmes s enl.epd de méme ;
test Te résultat qu'on obtient en opérant sur des facteurs monomes .,
cnmme on le ferait si chaque facteur affecté du signe — élait précedé

d'une quantité positive telle que la aoulncuon arithmétique pit

etre effectuée.

Ainsi, hpmduitde—ipnr—?-,s:smﬂelemlut-l-ﬂ % 3),
ou 3 (n° 9).

Le produit de - 3 par — 1, signifie keresnltal—-(fixl}
on — 3.

“On a généralement , par celte convention,

e B s o N e
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Ha) X (4 b)=ab; (—a)Xx {—b)-s-+aa
{+a)>< (—-3)-—::}, (—a) X (+ bj==-— ab

64, 1l suit de la ﬂyk des :fm{n‘ 9) qu'un mmﬂmﬁr
ouaﬁgmf,zdgnﬁa ummwwmmm
comme facleurs , est pair ow impair-.

En effet, lorsqu'il entre , dans la eomposition du m abed...
un m*ﬁdm négatif, le produit est affecté du sngne—,He-
meure négatif si on le multiplie par des quantités positives. Dés que
ce résultat négatif vient & étre multiplié par un Mfammnega-
tif, le produit devient positif, et demeure affecté du signe - si on le
multiplie par de nouveaux facteurs positifs. I.orsqn ensuile on intro-
duit un troisiéme facteur négalif, le produit devient négatif. On voit,
en continuant ainsi, que le produit change de signe, et devient al-
ternativement négalif, puis positif, & mesure que le nombre des fac-
teurs négatifs augmente d'une unilé.

Par conséquent, lorsqu'en multipliant par de nouveaux facteurs un
produit P déja obtenu, on a introduit deux facteurs négatifs de plus,
le nouveau produit P’ ale méme signe que le produit P.

Donc, 19 le produit P étant négatif lorsqu'il renferme un seul fac-

teur négatif, les pr ‘gatifs s'ils renferment
v W"ﬁ" » un nombre impair de

facteurs négahts

facteurs négnufs et, en général un nnm.llre pair de fnclmrs qé...
tifs.

saﬂS Un produit de facteurs pon’ﬁTa ou négatifs ne w e pas,

dans guelque ordre qu'on indigue les multiplications.

En effet, le produit propesé, el le nouveau produit qu'on obtient
aprds avoir seulement changé Vordre des facleurs, renferment le
méme nombre de facteurs négatifs. Ces deux prodnil.s ont donc le
méme signe (n° 64). D'ailleurs, on a vu en arithmétique (page 50,
que le produit des valeurs numériques absolues des facteurs ne t‘.ha.uge
pas, dans quelque ordre que les multiplications soient eﬂ'lgpluées.

Les denx produils seront donc identiquement les mémes,

66. Division. Les po‘lyudmes A, B, pouvant représenter des ex-
pressions négatives, ainsi que les Ieuns qu'ils renferment , on entend
par QuoTient de A par B, le résultat gw’on oblient en appliquani
@ ces polyndmes les mémes régles (n°® 30, 32) que §'il s'agissait d’o-
pérer la division entre dewx polynémes dont les valeurs seraient
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positives et dans lesquels chaque lettre représenterait une valeur
numérique absolue.

Si, par exemple, prenant pour dwidends le polyndme
550X T— 5% T*4-7°, et pour diviseur le polynime 5 —72, on
opére sur ces polyndmes comme il a ¢té prescrit (n°* 30, 32); on par-
viendraa un reste nul, aprés avoir soustrait (no 62) successivement
du dividende les produits (n® 63) du diviseur 5* — 7* par les termes 5
et —7, qui sont les quotients partiels obtenus en divisant, comme il
a été dit n° 32, le premier terme de chaque dividende partiel par le
premterhrmedudnm TR

2 - ,‘__.__'__a_..-., e e

55 7 — 5x7i+'r' o
—52 S e—

5% 7
el
2 reste. —0

On enmnclura que le prod u‘?‘ﬁ‘i‘éﬁu&? T’lpar le

bindme5—7 estide nement égalau dividende 5 —5° X7—5XT-1°
et 'on dim q'ue !c ré.mltal 5— 17 est le quomient exact de la division
proposée.

En général , sH’cn dmwminechlqua quotient partiel suivant les
régles énoncées, n** 30,32 ; si Pon fail le produit (n° 63) du diviseur
par ce quotient partiel; si I'on retranche (n® 62) le résultat du divi-
dende, et qu'en continuant & opérer ainsi on parvienne i un reste
nul, aprés avoir obtenu un certain nombre de quotients partiels dont
la somme algébrique (n® 61) forme un polynome Q, on en devra con-
clure que le dividende A est égal au produit (n° 63) des polynimes

BetQ.OnauraA=B x Q, —ﬁ'= Q.

Par conséquent, lorsqu'on admel des expressions négatives dans le
caleul, la pivisioN est encore une opération par laquelle on se pro-
pose ds déterminer wune expression algébrique Q felle que si on la
MUTIPLIE par une expression donnée B, il en résulte un provurr égal
dune aulre expression donnée A.

Le quoment de¢ la dwﬁhd’mmdmwun autre mondme
s'entend de méme. On a, par cette convention,

=+ S+ ()5 () 5

67. Fracrions. Lorsquon admet des expressions négatives dans
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leealeul, loutes les rcglu les OPERATIONS SUR LES rumum wﬂ ap-
plicables.

Caron ava (n°'54,. 57} que ces regles sont applicables, quelles que
soient les expressions que 1'on congoive mises A la place des lettres ,
pourvu qu'on sache qu'un produit ne change pas, dans quelque ordre
que les mulliplications soient indiquées. Or, ce principe a élé
étendu (o 65) & un produit dans lequel des expressions négatives
entrent comme facteurs. Done, en s'appuyant sur ce principe, on dé-
montrera, comme aux n®52;...57, toules les régles du calcul des frac-
tions, les quantités que I'on y considére pouvant étre positives ou
négalives.

Valeurs relatives des expressions négatives.

68. 11 nous resle encore a expliquer, au sujet des expressions né-

gatives, un langage de convention qui a pour but de simplifier le
discours, et de faire que les énoncés des régles algébriques, sans
éprouver de changement dans les mots, embrassent néanmoins un
plus grand nombre de cas; de sorte que ces énoncés acquiérent une
plus grande utilité, parce qu'ils recoivent, dans leur signification,
I'extension et la généralité dont ils sont susceptibles.

Désignons par 2 la valenr de la ‘Iﬂmqn‘on trouve en retran-

Supposons que d'abord @ so:t nul et atmbuom ensuite 3 @ desva-
Ieundaphumﬂwmdu,wuemmeaﬁ a=2, a=3, a=%...
LA VALEUR DE &, dans ces subslitulions successives, nlvmmn nl
PLUS EN PLUS PETITE. On aura : —
2=5—0=5; x=5~1=4; 2=5—-2=3;
&=5—3=2; a=5—4=1; w=5—5=0.

Or, si I'on continue & faire croitre la valeur de a, et dés qu'on sup-
pose @ =5, on obtient pour z des expressions négatives ; on aura

z=—=b=—1; 2=5—T=—2; ox=5—8=—3, clc.

On est convenu d’appliquer encore i ces expressions, par analogie,
le langage quiavait un sens naturel pour les premiéres valeurs de -,
jusqu'h zéro: etl'on continue & dire que les valeurs de x sont deve-
N4es DE PLUS EN PLUS PETITES.

En vertu de cette convention, I'on dira donc :

— 1 est moindre que zéro ; — 2 est moindre que —1; et encore :
Uexpression algébrique — 2 a une vALEUR RELATIVE plus pelile que
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— 1, plus petite que zéro , et plus petite que toute quantilé posilive -

L'inégalité 2 <3 exprime un fait; elle indique une relahon qui
existe entre deux véritables grandeurs.

Au contraire, l'écriture algébrique @< 0 conslitue amplemenl.
une maniére commode d'indiquer que & esl une expression négative.

De.lmme.qundun ecrity << @ << 0, on veut seulement indiquer
I]Befet 2 sont_deux expressions négatives, el que la valeur numé-
WMMQMMMIA premiére expression que dans
la seconde,. v nER.

Ainsi, ndmemmcelawdamvenum V'on dira que les quan-
lilds et les expressions algébriques

5,4,3,2,1,0, -1, —2, —3, —4, —5,...

sontrangées par ordre de grrandm, que touf&azpruﬁm négative

st plus petite que zéro; elque
tant plus patiu; que Ieur valmr
L'utilité de ces locutions »

aurons aﬁnﬁs dans ies_ calétﬂs les expos

~“Faposant zéro. Caloul des smpomi"néjéﬁfs.':

“69. On a vu (n° 28) que si une leure @, commune aux deux
termes d'une division, est affectée d'un plus grand exposant dans le
dividende que ‘dans le diviseur, on donne i cette lettre, dans le
quotient, un exposant égald la di;ffnmdudm exposants proposeés.

a 2
Ainu.;,—=u°-'-a

Geénéralement :!_:l On suppose m > R, OB AUra — =" ",
Considérons maintenant le cas ou les exposants dans le dividende
i
et dans le diviseur sont k6AUX. On aura, par exemple, 7o =1, et,

séﬁerahménl,'i‘:=1 puisque a™ X 1= a".

Lequoﬁmwalm égal & 'unité.
D'un autre coté, ul’mvaﬂapﬂmiumhmﬁm%ﬂu
si I'exposant était plus grand dans le dividende que dans le diviseur,

on obtient le quotient % sous Ia forme a*=*, ou a’, c'est-a-dire que

la lettre a, dans le quolient , se trouverait affectée d'un xeosane NuL.
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Ce résultat ne pntum.em lui-méme aucun sens, Mais, parce que
nous savons qu'alors la vraie valeur du quotient est I'unité, nous-pou-
vons convenir que le symbole algébrigue a® constituera wne ma-
niére d'écrire le nombre 1, considéré comme provenant de Ja divi-
sion d'une. g_&uwe mﬁu’m par clle-méme. - e

Au moyen de cetle m«anuon il deviendra permﬁ!mnm
CAS q.amurhmmmm de la lettre commune , une régic qui
wavait été d'abord obtenue qu'en supposant les exposants soumis
& unc_condilion particuliére, puisque l'exposant devail étre phu-
grand dans le dividende que dans le diviseur._

De cette maniére, le quotient % (n° 28}, pundra la Me
13a*b%c"d; il sera égal a 13a%* X 1 X d, ou [3a*%d.

70. Considérons enfin le. cas o Ueaposant de la letire commune
est plus grmd dm le diviseur que dmu le dividende. On aura, par

exemple, & — )fm.’ﬂ).Donc“, “i_, a’,

liénéralemenl. si l'on suppose m <=, et n = m -~ r, on aura

Le qnouenl est une fraction qui a pour um _Wﬁ*ﬁ ety pour
dénominateur la leftre commune a , affectée d'un exposant égal  la
différence numérique r, des exposants proposés n et m.

D'un autre coté, si l'on veul appliquer & ce cas la méme régle
que si J'exposant élail plus grand dans le dividende que dans le divi-

seur, on obtient le quotient %‘ sous la forme a*=%, ou a*; de méme

le quotient % se présenta sous la forme a™", ou a~(*"™, ou
a7 (no 59), c'est-a-dire que la lettre a, dans le quotient, se troaverait
affectée d'un BXPOSANT NEGATIF, qui est égal G la piPFERENCE algébri-
que, m—n, des deux exposants proposés, Ge résullal ne présente
par lni-méme aucun sens. Mais , parce que nous savons gu'alors la
‘:—'. NOUS pouvons convenir que
le symbole algébrique a~r constituera une maniére d’éerire la frace

. 1 PO - " e
fion =, considérée comme provenant de la division d'une puissance

vraie valeur du quotient esl a—,,’_-_,-. ou
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de adivisée purmantra puhamdead’nn degré supérieur de »
unités.

Au moyen de cette convention , il deviendra permis d'#TENDRE Av
CAS DE L'INPERIORITE de rmomc dans le dividende, une régle qui
n'avait été d'abord oblenue qu'en supposant lum!am des expo-
sanls soumises @ une auire condition particuliére.

71. De cette maniére, on fait disparaitre toute restriction quant a
la grandeur relative des exposants positifs d'une lettre dans le divi-
dende et dans le diviseur. On obtient, dans tous les cas, le facteur
littéral du quotient d'un mondme divisé par un mondme , en derivant
loules les lelires qui entrent soil dans le dividende, soit dans le divi-

seur, et en donnant G chaque | m 0 .t‘ dlamrﬂ—

mM‘ﬁw
Aiusi,, %q%=wwﬁs£ ()

mﬁh,;ﬂnndeqtanmoul‘m admtdmi&u“lmhlu exposants
négalifs el 'exposant zéro.

1o Pour former un probuir dont les facteurs sont des puissances
positives ou négatives d'une méme lellre, écrives cette lellre et
donnez-lui un exposant dgal d la somme ALGEBRIQUE des expo-
sants dont elle était affectée dans les facteurs.

Ainsi, le produit @™ Xa~"Xa’, on a—"a™a’, sera g—"+MHo—gn—r,
Car =1 (n° 69); 4= = % (no70). Dane

e . - »
G‘W=¢“XEX 1 EF = a™" (no 70).

Le produit @™ X a—" X a° sera a~m="+0 — g-min),
: ad 1 = AT

Cra™Xa"Xa"'= & x ?Xi?m_ g—{mekm)

20 Pour former le quotiesT d'une division dont les dewx termes
sont des puissances d'une méme lellre , éerivez cette letire et don-
nez-lui un exposant égal d la DIFFERENCE ALGEBRIQUE drs exposants
dont elle élait affectée dans le dividende et dans le diviseur.

(*} La méme régle peut encore s'appliquer aux coefficients numériques.
On a, par exemple, ; =X ;:1 x5

f

ri::‘;ﬁ-_

S e
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ginﬁ,r_h- quotient - f'-—ih " = g car

1 >4y

ke — g

'f’_!xa" e T .
Le quolient —— sera a"~(% = a"+"; car 1
= e —a‘-: r
r—
- : d_. - .
Enfin, le-qloluul-;: sera "= a ™ h = g car

L e T:;-==n"6"=:6"‘“-

73. Si nous appliquons i I’expomt Zéro el aux mmrtmtyaﬁfs
le langage dont nons sommes convenus (n°68), nous pourrons dire
que la puissance zimo d'une guantité el ses puissances négatives
sont d'un degré moindre que les puissances positives; et que les
pummu mfga!ﬁm d‘m quanm sont d’autant plus pefites dans

! [ riques absolwes des exposants sont

pms grmnda :
Au moyen de ce la.np’;e de convenlion, nous pourrons considérer
L@, a?,...., comme rangées par ordre

de grandeur, qmra leur degré.
7h. 1l suit de la qu'un polyndme W‘ m@Wm FRAC-
TIONNAIRES peut é(re ORDONNE par rapporl aux puissances décrods-

santes, ou par fa:ppm Mmmu r:romanm d’une méme
leltre.

Par exemple, lepolynﬁmex+a+ + ,peulﬁtrdniﬁ’ﬁﬁila

rorme

s’-{—axm"-]-&’x.r"-}%‘)gr’. ou o Hbia—fax-at.
Multiplication et division des polynimes fractionnaires.

75. MuLrieuicarion. Lorsque les facteurs d'un produit sont or-
donnés , le produit du premier terme du multiplicande par le pre-
wnier terme du multiplicateur, ne peut se réduire avec aucun aulre
produit partiel; il en est deméme du produit du dernier terme du
mulliplicande par le dernier terme du multiplicateur (no 16, 2¢).

Soit, par exemple , @*a—* —2ab’z—* - bz & multiplier par
ax— 4 bz,

A
h{;
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L'exposant de &, dans le produit des premiers termes, est — 3.1
est plus grand (n* 68) que 'exposant de 2 dans le produit de tout
autre terme du maulliplicande par az—', parce que Vexposant — 2
de z dans le premier terme du multiplicande est plus grand que dans
les termes suivants. L'exposant — 3 est aussi plus grand que I'expo-
sant de x dans le produit d'un terme quelconque du maultiplicande
par b*z~*, parce que l'exposant —{ de = dans le premier terme du
multiplicateur est plus grand que dans le second terme.

On verra de méme que Pexposant —6 de la lettre & dans le pro-
duit 8z~ X *&* des derniers termes, est plus petit (ne 68) que
dans aweun autre produit partiel.

Les conséquences seraient les mémes , si les factenrs étaient ordon-
nés par rapport aux puissances croissantes de #.

76. Prvistox. Lorsqu'un terme algébrique fractionnaire ne contient
pas en.dénominatear wm“dnqm ce terme est entier

par rapport i x. T
Les mnﬁm%mw rapport i z.

- On dit qu'un polyndme est extiER PAR WAPPORT A UNE LETTRE.
lorsque tous les termes de ce polynéme sont en hers par mpport @
cetle lettre. .

1l est clair que, nnnpolynﬁnaeuenuerpunppmim
letire &, cette lettre n'est affectée d'un wpma: négatif dans aucun
terme, el réciproquement.

Dans la division algébrique, on se proponmant ‘étant donnés
un dividende et un diviseur entiers par rapport i une lettre désignée,
de trouver, lorsque cela est possible, un quotient entier par rapport
d la méme letlre, et dans lequel les coefficientsdes puissances de cette
lettre peuvent d'aillears étre fractionnaires, ou admetire des expo-
sants négalifs. S'il existe un tel quotient, composé d'un nombre li-
mité determes, on dit encore , dans un sens plus étendu qu'au n° 27,
que le dividende est divisible par le diviseur.

Si le quotient d'une division ne peul pas étre enlier par rapport
ax,il est possible qu'il existe un quotient exacl qui renferme des
puissances négatives de x, ct qui se compose d’un nombre limité de
termes monomes.

Enfin, il peut arriver qu'il n'existe pas de polynome , méme en ad-
meltant des puissances négatives de &, qui, multiplié par le diviseur,
reproduise le dividende.

‘Or, dans tous les cas, si l'on applique la régle de la divi-
sion (n™ 30, 32), l'on obtiendra la valeur exacte du quotient, 0ou
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bien l'on sera conduit & reconnaitre hmpoahmé de la dmmu.
comme nous allons 'expliquer.

77. On a yu (n* 31, 38) que toute la théorie de Iadivmon repose
sur ce principe que le dmdende le divisear et le quotient étant or-
donnés d'une méme mmwil'm lettre,, le premier
terme du dividende o produit donné, est le wqdu:t du ﬁ?'mor
terme du diviseur par le premier terme du quotient.

Or, ce principe vient d’étre élendu (ne75) & unprodmt &nigglenrs
dont les termes peuvent renfermer des puissances négatives de la
lettre principale.

Done, 8'il existe un polynéme entier ou fractionnaire, qui, mul-
tiplié par le diviseur, doive reproduire le dividende,, on obliendra
successivement lous les termes de ce quotient exact, en opérant selon
la régle de la division (n* 30). Dans ce ¢as, I'on pnmendra aun reste
nul (n, 31}, et alors I'opération sera terminée. -

78. Lorsquwune division est mapossisie (n® 27, 35), en ce sens
qu'il n'existe pas de polynéme ENTIER par rapport d la leltre prin-
cipale, qui, multiplié par le diviseur, reproduise I dividende. 1/
n'est pas permis d’en conclure que la division ne se lerminerda pas
si-V'on admet au quotient des puissances négatives.

1l peut an contraire arriver dans ce cas qu'on parvienne i un resie
md enappuquntlarégledun"so étendug aux puissances néga-

77); de sorte qu'il peutexister un quo- |
tient fraetionnaire exact, eﬁnpndmmbre limité de termes mo-
noémes. En voici un exemple. - e

Soit le dividende Amh‘—w—w‘—i-&c*—-liz‘-!-&&z —35x—42,
et le diviseur B=2z"—Tx".

11 est clair que A n'est pas divisible par B (n® 27 et 0 76 ), Cest--
dire qu'il n'existe pas de polyndme nrnn par rapport d &, qui,
multiplié par B, reproduise A,

Car les deux termes A , B.. etle quotient Q étant ordonnés par rap-
port & &, le dernier terme de A, qui est — 42, ou — 42 X 2°, de
vrait (n®75) étre le produit du dernier terme — 7z du dsvueur B
par le dernier terme = du quotient Q. 1l faudrait donc que la somme
algébrique des exposants de x dans les lermes —72° el z, [l égale a
'exposant zéro; ce qui exigerait absolument que 'exposant de « dans
le lerme z fal négatif. Done Q ne peut pas étre un polynime entier
parrapport @ x.

11 suit de la que si I'on ordonne A et B par rapport aux puissances
decroissantes de &, et si I'on applique la régle du u° 30, on devra
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rencontrer le caractére d’impossibilité de la dmsion exacte, que nous
avons éhhll n* 35

Dividende A. | Diviseur B.
2 —ho'— o't w—uw-wmn—aw—a D
~' 41 527 135—F
 reste, W—F—ig—-mw-—ssx—ﬂ P e

E-este._.'...ﬁm‘— ¢'—1 3524

3 reste. . oo o+ — ST 100°JH02—350—42
S v

C’mmmm’imve .Onparvientaunreste 1024120350 —42
qui est d'un degré moindre que celui du diviseur B.

1l se trouve ainsi vérifié qu'il n'existe pas de quotient entier qui re-
produise A.

Mais si I'on continue la division (n®77), en prenant pour dividende
le w&um, et en admettant au quotient des puissances
négalives de 2, on arrive & un reste nul aprés deux divisions par-
tielles , et I'on trouve que le dividende A est égal au produit du divi-
seur 2x*— T7a® par le polynome fractionnaire

O St )
w o P—wpleAs b

79. Le cARAcTERE.D'mpossiBiLITE de la division entre deud poly-
nomes A, B, ordonnés par rapport auw puissances décroissantes
d'une lettre x, tel qu'on Ua établi (nos 35, 38) , sert done seulement
@ reconnaitre qw'il n’existe pas de quotient EXTIER par rapport d .

1l devient par conséquent nécessaire d'établir un autre earactére
auquel on puisse reconnaitre qu'une division prnpooée est absolument
impossible , ¢'est-a-dire qu'on ne parviendra jamais 4 un reste nul,
méme en admetlant au qnouenf. des puissances négalives de la lettre
principale.

80. i, ayant ordonné A et B, par rapport aux p«mamm de-

e
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croissantes de la letire x, on applique les régles de la division, et
qwon soit conduit d poser au quotient un terme dans lequel Pexpo-
sant de x soit ALGEBRIQUEMENT PLUS PETIT (n° 68) que la pivrimeNce
des exposants de eette letire dans le dernier terme de A et dans le
dernier terme de B, on en conclara que Fopération ne pourra ja-
mau se #rminar ; h;g
, aprés chacune des soustractions dans es on

!raﬁﬁe du dividende le produit du diviseur par I:Hpell quotient partl::;
oﬁnu le premier terme du dividende pm-uel est détruit. Done les
degrés des dividendes successifs ou des restes deviennent de plus en
plus pelits (n° 68), tandis que le degré du diviseur est invariable. Ti
suit de 1a que les quotients partiels sont ordonnés par rapport aux
puissances décroissantes de &, et que leurs degrés sont constam-
ment décroissants. Il y aura done un nombre limité de divisions aprés
lesquelles, en supposant qu'on n'ait pas eu de reste nul, on sera con-
duit 4 meltre au quotient un terme dans lequel I'exposant de x sera
moindre que la différence algébrique des exposants de cette lettre
dans les derniers lermesmq:eculs de A et de B. Lorsque cela arrive,
la puissance de z, dans le produit de ce quotient partiel par le der-
nier terme de B est plus petite que la puissance de  dans le dernier
terme de A. Done, & plus forte raison, la puissance de @ dans Jes
produits du dernier terme de B par chacun des quotients partiels
qu'on obliendrait u]l.ér_;_ep_!emenl. serail plus petite que la puissance
de z dans le dernier terme de A. 1L ble qu'on obtienne
jamais au quotient un dernier terme, dont le prodﬂt;ltmm
terme du diviseur deyrail &re égal an dernier terme du divi-
dende (n° 75).

81. On doit remarquer un cas particulier, dam lequel il faut con-
clure l‘tmpomhhtd absolwe de la division, de ce qu'on est parvenu
i un reste d'un degré moindre que celui du diviseur; de sorte que,
dans ce cas, I'impossibilité d'un quotient entier, par rapporta & (n° 38),
suffit pour prouver que la division ne se lerminera pas, méme en ad-
mettant des puissances négalives au quotient.

Cela a lieu, par exemple, lorsque le dividende A et le diviseur B,
ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de &, ont l'un et
P'autre un dernier terme indépendant de x.

En effet, lorsqu’on est parvenu i un reste R dont Je degré est infé-
rieur a celui du diviseur, sion continue la division, I'on est conduit
a metire au quolient un terme dans lequel z sera affecté d'un expo-
sant négatif. Or, les derniers termes du dividende et du diviseur élant
indépendants de &, on peut les considérer comme multipliés par 2°,
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ou par Punité (ne 69}, La différence des exposants de & dans ces der-
niers lermes est done zéro; par conséquent on.a mis au quolient un
terme dans lequel Uexposant de @, qui est négatif, est moindre que la
différence des exposants de @ dans les derniers {ermes de A etde B.
La condition générale d'impossibilité (n° 80) est done remplie.
Dans T'exemple donné au n° 35, le dividende a pour dernier
terme 6 ou 6 ; ¢ diviseur a pour dernier terme 2 on 22, On est
parvenu au reste 2246, dont le degré est inférieur A celui du diviseur
r—x+2, ce qui prouve que le quolient ne peut étre entier. De
plus, si Y'on continuela division , on obtient le quotient fractionnaire

ﬂr—ﬂauag::. dans lequa! lexpwnl.——ﬂde @ est plus pmlquela

différence , zdro, des s & dans mors termes
65 7 et @3¢ 2. Done Ta Wuml?mias la sml.edes
quotients particls affectés d'exposants. nggahfs m‘m indéfi

Dans Vexemple donné au ne 78, la division sest te '"'ée:.lfuoique
Von fitt parvenu & un reste 102° + iﬂm‘ 352 — 42 d'un degré in-
ferieur & celui du diviseur, &\q r terme — 72" du diviseur
n'était pas‘indépendant de . en “temps que le dernier terme
— 42 du dividende.

Le dernier terme du dividende était d'un degré moindre par rap-
port i &, que le dernier terme du diviseur.

82, Génerplement, limpossibilité reconnue d'obtenir un poly~
ndme ENTIER pour quoﬁam, entrainera Uimpossibilité absolue de la
division, [orsque Pexposant de la lettre principale, x, ne sera pas
sorxpre dans le dernier terme du dividende qice dans l¢ dernier
terme du diviseur.

En effet , soit m I'exposant de = dans le dernier terme du dindende

n l'exposantdez dansle dernier terme: d3 dngiwm-

Qu'on soit parvenu a un resle R d'un degré | mﬂu Queoelua du di-
viseur, par rapporl & x. En divisant le premier terme de R par le
premier terme du dMunr. qui est d'un degré supérieur, on obtien-
dra un quotient partiel dans lequel I'exposant de z sera une expres-
sion négative, — p. Si done on multiplie ce quotient partiel par le
dernier terme du diviseur, T'exposant de & dans le produit sera
— p-+n<n. Donc, siI'on a m = n ou bien m > n, il en résulte que
la somme algébrique — p +- n est moindre que m.

A plus forle raison, si I'on continue la division, ce qui donnera au
quotient des termes dont les degrés, — p', —p”,... seront de plus en
plus petits, les sommes — p' 4 n . — p'' < n, etc., seront moindres
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que m. Il est done quiil-n'existe pas de @olumt-plﬂlel qui

soit le dernier terme du nt cherché.
I-nmpunqﬁdnlupomlde la leurepﬁngpa.le & sRA

| woINDRE dans ¢ dernier terme du dividende que dans le dernier

| mmau.xu , el qu'on aura reconnu Fimpossibilité d obteir un

i quotient par rapport @ @, on ignorera encore si l'opération

i pourrait ou ne pwxrdlpas se terminer. Alors, on cmm!un la di-
vision jusqu'a ce qu'on parvienne & un resfe nul, ou jusqu'a ce quon

I rencontre le caractére général d'impossibilité absolue (n° 80).

; On avu (n® 78) un exemple d'une division qui se termine dans

i ce cas.

|

Voici un exemple d'une division qui né se terminera jamais, quoi-
que I'exposant de & soit moindre dans.le r lerme du dividende

que dans le dernier terme du diviseur.
La différence des exposants des derniers termes est — 2, et 'on est
: conduit & meltre au quotient un terme affecté dé 'exposant —3<C—2.

at— a:’+a;+4m‘ 2t

o= etta rrriise—...
1= resle. x4
S~
R R e 3

8%. Dans le:emple du n° 78, si Ton ordonne les deux termes

Aell ort. sances. CROISSANTES de &, on reconnait
:mmédutement Ianéeesailédadmﬂndm qumﬁemdespuu-
sances négalives; et si I'on effectue I'opération selon la régle (n® 30),
on obtient le quotient exact 62—+ 52— — &+ 3 — 22 4 &%,

85. Lorsqu'on ordonne le dividende et le diviseur par rapport aux
puissances croissantis d'une leitre , le caractére d'impossibilité ab-
solue de la division est le méme (n° 37) que 5'il s'agissait d'obtenir un
quolient entier par rapport & la lettre principale. :

On reconnail que la division est impossible lorsqw’on a été con-
duit 4 poser au quotient un terme dans lequel T'exposant de x est
algébriguement pLus arann (n° 68) que la prvinesce des exposants
de cetle lettre dans les derniers termes rupec&‘ft du dividende et
du diviseur. =

La démonstration est la méme qu'au ne 37.

Dans 'exemple du n® 35, on a déja vu que la division est absolu-
ment impossible (n° 81).

Maintenant, ordonnsas les deux termes A et B par rapport anx
puissances CROISSANTES de 7.




304 | MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.
AR L 204 et 9z ta

—b43r @ — 3z‘ 7 B
1e reste. 7o+ 32— 832° + qu- ". 3-}-§a.5+-rz"+§z‘
s o

reste, "3'.-::'- 3zi— §ar‘-|- 2284 2t _

'I._-—-&?".!-]"g' i g-_,a;_x‘ _ P

: ST 7 5 '
3 reste. ;-"v"— F&— 3‘”“’” & .
1 5 7 TN PE R U
A reste.
LS g-.ﬂ‘ SR
g . & q*‘ - ‘:é\:_ J‘_ ;
On obtient d'abord au qu _’ nom 3+§ + x'+8

Le r;stﬁ correspondant est — - .'l:‘— 3z at + 8 &8, de sorte qu'on

est conduit ensuite amettreau gnquentlew;m_-— 36 %" dont le de-

gré est supérieur @ la différence 3 des exposants de @ dans les der-
niers termes 2% et z* du dividende et du diviseur.

L’impossibilité de la division est alors évidente ; 'opération ne se
terminera pas, weﬂedmermtnneauledequoﬁ%'pﬂﬁﬂlgm
renfermeraient tous une puissance de x supérieure a la troisiéme
puissance. Donc aucun d'eux , multiplié par le dernier terme 2° du
diviseur ne pourrait reproduire le dernier termaz‘ﬂum

Le quotient exactest e
T L] :&%mﬂ-:!
( aa:‘-—-—x‘-]-;a‘ )
. s+§m+ a:--rsgm'+ — ot

. Dans I'exemple dn ne 83, ordmm encore par rapporl. am: pms
sances eroissantes de .

i i i A S T T R e
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b2 —B 4 2| —atar
-5 +§i -m—:—:-m

On obtient d'abord au qnohenl le po!]rn'énie fractionnaire
—m—r_t_aapu—-f—s—u Le reste correspondant est 5,

de sorte qu'on est conduit @ meltre au quotient le terme — 52,
dont le degré est supérieur a la différence 1 des exposants de & dans
les derniers termes 2* et 2* du dividende et du diviseur. -

Donc la division ne se lerminera pas.

86. Lorsque la division ne se termine pas, il faut ne point eublier
d'écrive, & la suite du quotient partiel obtenu, la fraction comple-
mentaire qui a pdur numérateur le dernier reste obtenu , et pour dé-
nominaleur le diviseur proposé.

Si, par exemple, o 1 4@ par 1 — &, on oblient une série
:udéﬁme de termes lous affectés da signe --. Attribuons & @ une va-
leur jue , plus grande que I'unité. Le dividende 14
étant pomtif et le diviseur 1 — étant Mm le quotient sera
négatif. Cependant , il se présente sous forme de la quantité. Mﬁee
1422420 L 20" - ele.

t4z |1 —a
1er reste 2 i+2::+2w’+9.r"-i—
20 reste 2zt
30 reste 2
40 reste ' 2t

Mais la vraie valeur du quolient, en s'arrétant au qualriéme terme
obtenu, est 1 -2z - 2 - 22 +

T} et la fraction comple-
2 ; :
1—xz

contradiction disparaii ; rien ne s'oppose a ce gue le quolienl complel
donne un résultat neégatif.

menlaire est mégative, lorsque x surpasse 'unité. Ainsi la

20

- gt et i
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la fraction wmplbnmnuMiﬂ-.&-m; et en effet,
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GHAPITRE TROISIEME,

EQUATIONS, PREMIER DEGRE. INEGALITES,

Des équations en général.

87. Inmu‘rl'k On dit_que deux quantités ou “denx ;lprmnous al-
gebrigues mnt identiques , lorsqu'elles sont composées des mémes
terimes des mémes signes.

Deux 1és identigues mposenl. une. ldmtlu'_d-pnl elles sont
les deux membres.

Les relations 2° — 3@-1-2 -J;&m-—,g=2x3—ﬁ'
0=0, sont des #

ﬁnum élpresiions numénques o algébriques sont égales
si elles different seulement par lear forme , de sorte qu'elles devien-
nent identiques lorsqu'on aura effectoé lumngmdgm
chacune d'elles. : el

Deux expressmns égales composent une égahté dont elles sont le
deux membres.

Les relations 2X3=6, 2/ 9=5-1, (@)X (@Bt 342,
sont des égalités. :

Toute bgalilé se ehmge en une identité zhlolua lorsque les opéra-
tions indiquées dans chacun des deux ‘membres ont été effectuées.
Par ceue raison, I'on appelle souvenlexpressions identiques des ex-
pressions qui, dans leur forme actuelle , sont seulement égales.

On dira, en ce sens, que le produit (@ — 1} X (@ —2) est identique
au polynéme z*— 3@ 42,

[Equariox. Denxexpre&smnsaigebqgnuqmrenferment une ou plu-
sieurs leltres et qui ne sont pas #gales généralement, peuvent deve-
nir égales lorsqu'on atiribue a certaines leltres des valeurs particu-

e e N e
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lieres convenables. Par exemple , les expressions 32 et 2* 42 ne
sont pas égales, parce que la premiére ne représente pas la méme va-
leur que la seconde pour toutes les valeurs que I'on peut attribuer
a . Mais elles deviendront égales si V'on supposc & = 1, ear on aura
Tégalité 3 X 1 =1*4-2, ou I'identité 3= 3. Elles deviendront encore
égales si l'on suppose =2, car onaura 3 X 2=2'-1-2, on 6="06.

De méme , les expressions 2v -5 et 15— y ne sont pas dgales,
mais elles derinﬂdrtml. les denx membres d'une dgalité si I'on sup-
pose en ménie temps 2=—=3 et y —2; car on aura 2X34-5=13—2,
on 11 = 11.

Lorsqu'on ne connait pas les \raleurs plrhcnhéres qu'il faudrait
attribuer A des lettres , pour rendre égales deus expressions algébri-
ques dans lesquelles entrent ces lettres , ot qu'on se propose de dé-

~ couvrir ces valeurs Mm eux expressions al-

gébriques forment une guatiox dont elles sont les membres. Quoi-
que I'égalité n'existe pas acmellmu_%, on le joml. par le signe = ;

c'est une WW&? proposée. exprime ainsi qu'i/
s'agira ¢ ' re les doux mambr#s 'y L‘lﬂ &'é ah!d it

‘Supposons , par exemple , qu'on de ltn si
'on augpnenlgmenrré de deux unit
plus pﬁ que le nombre cherché.

Désignons par @ le nombre dont il s'agil (*). Son carré m r_epré-
senté par 2*; et, pour que la question soit résolae., il faudra que la
somme £’+2 soit égale au produit 3z. Cest ce gu' on exprime en di-
sant qu'on @ Péquation 242 =32 d résoudre.

Résoudre une équation c'est déterminer toutes les expressions,

numériques ou algébriques , qui , mises dans I'équationa la: place des
inconnues, rendent le premier membre fgal au second; de sorte
qu'aprés la substitution , "équation est changée en une égalité , en une
identité.

Lorsqu'une équation ne renferme: qu'une inconnue, toute expres-
sion qui, étant mise 4 la place de I'inconnue dans les deux membres,
change I'équation en une s s'appelle racing de 'équation. Les
nombres 1, 2, sont racines de I'équation 2*4-2=13x; on dit aussi
que cette: équahon est mﬁxfm!e par Ia va!eur @ =1, ou par la vd-
leur z==8," 4.

Si les deux membres d'unc éguation i une inconnue ét::etuigaux

.:olh&pne somme .trahtols

,p F=)

(*) On mpmama qrdlnuimant Iu quantités inconnues par les defniéres qures
de Valphabet, =, ¥,3 .l u.
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par enx-mémes, I'équation mu une mmtmmes, et I'on
tirait q”‘le,m o _ _ A

des valeurs particuliéres altribuées en mtme. lempsﬂ ehmades iﬂi'
connuu,,ﬁui.chmge I'équation en une égalité, forme une movt
de celte équation. Le systéme des valeurs =3, 1—8 forme une
solution de I'équation 2z + 5 =13 — y.

‘1l peut se faire , par une contradiction entre les dzuxmubm
d'une équation , qu'il n'existe pas de valeurs amﬁnqmmlmiabm.
qui, mises & la place des inconnues. puissent satisfaire A celte
équation. On_dit alors que Ja résolution numérique de I'équation
est impossible , ou, pour abréger, que I'éguation est ﬁnﬁbﬂi
ble voy. n® 98, 1.

L'équation 3m+9—3a:—[-5 est mpmnib!e ainsi que Féqua-
uoa z-lgfﬂlh}-y%—ﬂ g

l 4 -r'& 2
88. 1l est cﬂdenlqnelepéquﬂm A =B, A+M=B+M

sont équivalentes, c'est-a-dire qu'on peut - mem-
bres d'ume équation, ow en retrancher une méme quanlité, sans

que les racixgs soient changées. '

Ce principe permet de substituer & I'équation proposée une tion
plus simple , en opérantla réduction des termes semblables q pen-
vent se trouver dans les deux membres. § o

Soit, par exemple , I'équation 27T, Ow-]—ww
Si I'on retranche des deux membres la qmlilé u‘+7x+3a"+8,
'équation se réduit 3 2 2 — 3a.

En sénénl. si Von retranche des denx membres un des termes
addilifs, ce terme sera détruit dans le membre oil il se trouvait , et
il sera introduit comme terme soustractif dans I'autre membre.

Si I'on ajoute aux deux membres la valeur absolue d'un des termes
sousiractifs, ce \erme sera détruit dans le membre ou il se tronvail,
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et il sera introduit comme terme additif dans Pautre membre.
On voit par la qu'il est permis de supprimer des termes dans le

membre o ils se (rouvent, pourve gwon les éerive affectés d'un

SIGNE CONTRATRE dans ['autre membre. On dit alors qu'on a fait pas-
ser ces termes d'un membre dans T'autre, ou qu'on en a opéré la
TRANSPOSITION.

8i I'on fait passer tous les termes du mondmemhwdam le pre-
mier, on raméne I'équation A = Ba la forme A—B=0,0uA'=0.
Par exemple, I'¢quation ﬁ' 3x4-2=0 est équlvalenl.e a l'éqtu-
tion #'4-2=3a.

Si wmmnm mémbre dans le pre-
mier, et tous les termes du premier membre dans le second, il arrive
que tous les termes de I'équation ont changé de signe. Ainsi-, lon
peut changer les signes de tous les termes d'une équation sans
que les racines soient altérées. © -~ .

89. Désignons quantité connue, pﬁﬁﬁ “ou négative +
mais dont hﬂyﬁ%%?qne est difféerente de zéro.

!

Les equations A =B, AXN=BXN, A X § =B X g seront
évidemment équivalentes; c'est-d-dire qu'on peut multiplier ou di-
viser les dewx membres d’une équation par une méme Mle
connue et finie, mmqn!nruiuumuﬁtanérm

Ce principe permet de substituer & une équation dans laquelle les
puissances de 'inconnue ont des coefficients numériques fractionnaires,
une autre équation dont les coefficients sont des quantités entiéres.

On dit alors qu'on a fail dvanowir les dénominateurs, on quon a
chassé les dduomnauurs

Soit] équno& -|- S= —.'.r Si I'on mul'iip'lié‘ les deux mem-
bres par 6, on a leqnmun eqmvalqmla m-‘-{-is—sc

Soit encore V'équation a une seule inconnue ﬁ .+ ﬂ —_Fa

dans Iaquella a. b, désignent des quantités connues qui sontinégales,
Multipliant les  deux membres par a* — 3% on aura l'éguation
équivalente #' -a(a-4-b) = (a—b)x.

Généralement , on fera disparaitre les dénominalewrs en multi-
pliant les denx membres de U'égquation par une quantité qui soit
divisible par chacun des dénominateurs,

En vertu du méme principe ; si tous les termes de I'équation pro-
posée sont des nombres entiers divisibles par un méme nombre, on
pourra simplifier éguation.
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w+m.-am¢< Tous les ter-
N0«: remplqcera Féquation pmposee par

: I'équation 2+ | m‘” qui se i&lnit a2 2—32.

it

~Enfin, appliquant lem mw«rinuw
de x dont le coeflicient w'est pas nul, un cocfficient & &lumlé
Ainsi, Péqu uoa.w+3=9¢penl étre remplacéa n

90 @rqusla mmd N renferme une tm MW
plus affirmer que les deux équations A =B et A X hanNﬂgu
dquivalentes. -

En cffet, lmmAxN-:ExN n-a.hst pu m les
racines qui rendent A égal a B; elle admel encore évidemment pour
racines les valeurs de & qui mdentnﬂhhehuﬁfm
racines de I'équation N = 0. :

Or, ces derniéres racines de I'équation transformée, AXN=BXN,
peuvent ne pas tire racines de l'équation primitive, A = B. -

Si donc on veut encore substituer a Véquation A =B, léquwm_.u
AN =BN, qmnelmeuwtqw il faudra se rappeler que les
valeurs de @ qui an hMoqunwaMaﬂ,mm ne
pas étre racines de ‘equation proposée A =B. .

Soit , par exemple , I'équalmn a*4-2= 32, dont on mnluplu les

denx ~en resulle une melh équation
(@42) X (#—3)="Hx(x —3), ou &*—1 i laquelle
satisfont les valeursz =1 et @ = 2, qmmdancineﬂhléqaa
tion primitive.

Mais en-outre, Iéquation transformée est satisfaite Jorsqu'en sup-
pose @ =3, ou bien # —3=0; et cette racine 3 de I'éguation
transformée n’esl pas racine de I'équation primitive.

De méme, §i Pon éléve d une méme puissance les deux Wﬂ
d'une équation, Péquation qui en résulte pewt n’dmmqm
lente d la proposde.

Seit I'équation ©—3=2, qui est ntutme loraqunn mppmx-——.s
Si I'en élave“ludeu:mnmbrum carré, on forme une nouvelle
equuim (z—3) =4, on @*— 6z} 5=10, qui est encore salifaite
par la valeur #=>5; mais I'équation transformée admel en outre la
racine & = 1, qui ne, satisfail pas 4 I'équation & —3=2.

- 1l suit encore de Ja que si Pon extrait laravine d un méme degre
des dewx membres d’une équation, Uéquation resultanie pewl w'étre
pas équivalente i la proposée 5 -
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Car, si V'on extrait la racine carrée des deux membres de I'équa-
tion (x —37 =4, el qu'on romeléqulian xr—3=2, celte der~
niére équation n'admettra pas la racine 2 =1 qmmﬂrut i la pre-
miére.

91, Lorsque la quantité N se réduit @ zéro , les équations A=B,
AXN=BXN ne sont ptue'qniwham La uwndeéqnuscmest
indéterminéde.

Concevons gu'on remplace & par une valeur qui donne pour A et B
des résultats différents. L'équation A= B ne sera pas salislite. Au
contraire, 'equation A X N = B X N sera salisfaite,, puisque le fac-
teur N étant nul, les deux produits AN , BN seront nuls.

Soit, par exemple, I'équation #—3=2, Si l'on multipliait les deux
membres par la quantité 7 x‘ﬁxﬂhﬂ%‘w faire atten-
tion que cette quantité'se réduit i zéro, I'on formerait une nouvelle
équalion qui reviendrait a (z —3) X 0=2 X 0; Péquation trans-
formée se trouverait satisfaite , quelque valeur que 'on attribudta x ;
elle serait indéterminée.

Supposons a-aﬁmm”‘&mm ou0=0
majs il serait absurde d'en conclure que 10 soit racine de l’équuon
—3=2, cest-i-dthue?aoilépliﬂ.

11 est de fnéme évident qu'on ne doit pas diviser les dewz membres
d'une équation par une qmmd N sans a‘dtrc assuré que celle
quantité nest pas nulle.

92. On distingue différentes classes déqmnom d'apn‘u Ie degré
des puissances auxquelles les inconnues se trouvent élevées.

Supposons une équation telle qu'aucune inconoue n'entre ni dans
le dénominateur d'aucun terme, ni dans une quantité dont il faudrait
extraire la racine; el concevons qu'aprés avoir effectué les opéra-
tions algébrigues indiquées, 'on ait fait la rédnchon des termes
semblables dans les deux membres.

La somme des exposants des inconnues , duns le lerme oG celie
somme est la plus grande , est ce qu'on eﬂ&ndaloﬂ par le pEGRE de
I'équation. Par suite, si I'équation ne renferme qu'une inconnue , le
degré de Péguation est égal au plus grand exposant de l'inconnae.

Ainsi, par exemple , les équations 52=135, az=0b; 2r=8—y,
ax' by = ¢, sont du premier degré, si les lettres a, b, ¢, repré-
sentent des quantités connues.

Les équations x°4-2—3, ax’fbo=c; ay=20, axyfbr=c,
sont du second degré , si les leltres @, b, ¢, représentent des quan-
tilés connues. 2

Lléquation 2° 4 2= x(x*— x - 3) n'est pas du froisidime degré;
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car si T'on effectue, dans le second membre, la multiplication indi~

quée, on mm@.mmmmﬂm les

racines. L'équation & -résoudre sera I'équation du second degre
=y T ._5}".~ ggaa‘a"'&' 1 mﬂm«.

ne devait pas servir a détermhi le

zuwm-gus. 22—V [@— 1) =3, ne sont pas des

équa(jamduprnﬁer degré , quoique la lettre  soit actuellement
affectee d'un ‘exposant égal & I'unité ; car dans la premiére , & entre
dans le dénominateur d'un terme, et dans 'autre, 2 entre dans la
quantite 2 — 1 donhlﬁndnn-exlmrelimﬁnewﬂe

La raison de cetle exclusion est que la méthode par laquelle on ré-
sout les dqualions du premier degré n'est pas applicable aux équ:—
tions dont il s'agit.

93. Une équation est compiéte lorsqu'elle renhmcmmm in-
dependant de l'inconnue , et toutes les puissances de I'inconnue jus-
qu'a celle qui détermine e degré de | “equation.

Amsl l'eqnanonx’+9=3z,onz’-—3x+9=0 utunaéqul

21 i
Dans le cas conlraire , I'équation est incompléte.
Si une équation inco .

 renferme, outre le terme mmmn

qui détermine le degré , ant de I'inconnue; on

* Tappelle équation a dewx lmnu :

Ainsi, les équations 2*= §, 254."—-9 wnl des équations du se-
cond degré 4 deux termes, e

9%. On appelle équalion UTTERALE une équation dans hqullc
les quantités qu'on suppose connues peuvml ilre représentées par des
lettres. Telle est I'équation ax® 4 br = c.

Une équation dans laquelle toutes les quantités donnéu sont des
nombres actuellement exprimés en chiffres, est une éguation nu-
MERIQUE.

Equations du premier degré d une seule inconnue.

95. Pour resoudre une queshon du premier degre a une inconnue,
chassez les dénominatewrs, effectuez les opérations indiguées,
[ailes passer dans un méme membre tous les lermes affeciés de Uin-
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connue , el {ous les autres termes dans Pautre membre : riduisez
tous les termes affectés de Pinconnue ; enun seul lerme, quiserale
produit de Pinconnue pay une quantité connue ; enfin, divises les
deux membres par kcomkmmm le quotient expri-
mera la valeur ehemlﬁe : G

En effet, il -écédemms éhllln, quen
effectuant celte suite op&abans I‘olumﬂmi remplacé I'équa-
tion proposée par des équations équivalentes. Or, la derniére est de
Ia forme -’E—%- lesquanliﬁsA B, éunfmdunmmebnm
o= L) U représentent des qw%

Uaromlquetons lasumudeviendmm sioniumul-
tiplie par 30, oeqmnﬂlknwluumnu Bnendédnill’éqmﬁon

30X 3r—~6X5 »-;-3xwxo ur+1§x2x§z

—x13X ] 5@-!—&)(2—-&-}-10;(3){ ixsm

i m—isa+3a+mﬁm-3w+¢-amme
laquelle se réduit & wa¢-m=w=+m AL @)
Tous les termes de I'équation (2) seront encore entiers si on les
divise par 2, cequldnaml'&quiﬂ'on éqmuféﬂe Ao e
oo 99z — 6=304-862. (3)
Faisant passer 36 dans le premier membre, et —6 dans le se-
cond, on a encore I'équation équivalente 992 — 362 = 366 ou
63z =36 (%), dont les deux membres sont divisibles par 9. De 1a |

I'équiation équivalente (5).... e =4, elenfin @ — ... (6).

i

_ 7o @ )
Or, il est évidenl qu'aucone expression, autre que le nombre A

mise & la place de ', ne peut salisfaire & I'équation (6), qui a pour
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mum Done aussi I ‘équation (i} adﬁdﬂﬂ .-:,-==-
7’ ¥ ;
el n’en admet pas ¢ Cme dquation qﬂ résolue.
Soit encore & lﬁquaﬁm littérale '
F < FRESS St o
T B s .
al:ﬁpﬁ“*m:mﬁ—-—m.———ﬁ(, s 7N '
3= T | SRR ) . (
¥ ’u by u-'.' " m m i !

dans laquelle a et brepréununl&sqmtiﬁhdomnéu inégales.

Pour chasser les dénominateurs, détérminons une quantité divi-
sible par tous les dénominateurs. Dansl'exemple, laquantité (a’—-b’}'
remplit cette condition. Be plus. tous les temiea de I’éwahqn sont
divisibles par a.

Multipliant donc tous les termes de I'équation (l) par (a*— b=
(a4-b)(a— b)(c+bj.{a—-b}. et les divisant par @, nous formons
I'équation

awﬂcta'wb*}&ﬂ-b)%b‘)w)w—b'ta+blw } @)
=(a*—")"— bla—2b (a*—b") (a—b) @ (@ —b%) (a+-b) &,

Il's mm&wmuu dans chacun des deux mem-
bres. Nous remarquons d'abord que

(a'— ) = a— 2t b (0'— b*) (a—b) ;‘a*-“a%-w-w
(a*—v%) {aﬁl-la -,g‘—{- a’b— ab*—b.

Réduisant en un seal terme, dans’ cbaque'llﬂn la somme al-

gébrigue des termes affectés de a, nous uoumw‘hw
membre devient

e [l b (@™ a®b—ab'— %) -&'(a-!- bn+s¢ca-—a'w+b=; .
el se r&dufl 4

e z{—a‘ﬁ a-al+¢a*)+ia*—2¢%—wv+m=
el que hcsecond membre devient
:r.{-—§* J—a{h‘-&-u‘b-dﬂ—-b‘)]-i-{a*-%’Nb‘}—%(«‘—a“b—w.;.b'),
el se reduil a

@ (@4 a'h— a*b*—ab® — b)4-a' — b+ 2ab*— b,
Faisant alors passer lous les termes indépendants de x dans le
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B seront_ nuls i la fois. Car A sera nul, mquoi il 'y aurait une
mﬁmsﬂqﬁe de plus, B sera nul en méme temps que A, puis-
qu'autrement Péquation serait impossible. On sera donc conduit
ﬂdcmwremtdl’dqusl‘foammmﬁx z=00u0=0.

On peut quimmmummnmm-
connue ne peut jamais admetire plus d'une racine, dm qu'elle
n'en admette une infinité.

En effet, supposons une équation qui ne soit pas inddterminge. 11
mmkwmbmA el B ne seront pas nuls a la fois. Or,

S!Angslpunul ily ammrmne mdque ewméqpar~

Si au contraire A est nul, F Mlél&nl pls,laquanon sera impossible.
Done I'éq premier degré qui n'est pas ind “n'ad-
met dans aucun cas, p!us J'une Pasline SEet T
e \JI‘ 1.“:1“,"1"-. _—
Ducuxswn d
g g n 0 (=30
_.._mﬁii"" SYMBOLES o el 0

o St PS5

98, lm%e Aune équation littérale du premier degre

1 régle de résolution (n° 95), Fon parvient d'abord & une équation
littérale A =B, dans laquelle A, B, sont des monomes ou des po-
lynomes entiers; et comme le coeflicient algébrique A ne se réduit
pas généralement a zéro, indépendamment de toute hypothise parti-

_culiére sur les valeurs des letires qm ¥ eniﬂml.. ondhinléqauon

‘B
par A, ell‘unnbuent.r-=—£l . B e T

~Cependant, il peat arriver, par la mamére particuliére don! on
disposera des valeurs des lamqni it des quantités con-
nues, que A devienne nul Dans ce cas, mqnel correspond I'impos-
sibilité ou l'llidélefnimtmn de I'équation primitive, ainsi que nous
Pavons ‘etabli , on n'aurait pas en le droit de diviser par A les deux
membres de 'équation Ar=B.

1l devient donc nécessaire de vérifier si, pour toules les supposi-
tions que l'on mMumhcmuMW laformle«algd—

bnqu = x coudmt a des conséquences qui i s'accordent avee

celles quon dédmrml directement de U'équation Ax = B, aprds i
avoir fait les niémes suppositions.
-Dabord, lorsqu'il résulte des hypothéses qu'on a faites sur les
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quantités connues mzj n;qi:i pas nul , I'éﬁuati;m';::'—-% m équi-

valente & mumz —B. Muﬁ donne donc 1a ra-

cine dél.ermmil et unique de I'équation propuaée e S
Deux@éﬁitent& GXamInenr § o 2 dey deivem oo
1°Mli arrive que A se redmt a 0, sans que B soit nul

I'équation Ax — B, ouO-:Besltmpo:uMa La I‘armule -L—I

davmnh par les mémes snppouuuns &= %—

‘Pour nous rendre compte de Ia signification de euymmmn
que,. .(ﬂi consiste en une fraction dont le dénominatenr est nul sans
que le numérateur le soit, concevons que la valenr numerique du de-
nominatenr A d'une fraction % vienme & s'almuler aprés avoir passe
saceessivement par differents états de ghnnmr en ﬂmaam de plus
enplmpetmi tandis que le mmirilemeunt constant.

1l en.mnlh que la fraction ~—-. auplgg,gundre la forme %.mm

passé pg.r differents états de- graud"e’ur, en devenant numériquement

de g!ua en plus grande.
i maigi 25
» par. W aﬂ'snppm Ameeemvémm G‘;:Tim, ‘Tﬁi
m!ﬁ “ _1—07"' , la fmuaa 2 premlra succeaswement les
B B B

valeurs croissantes - — X 1000, 2 5« 1000 000,... xféﬂ, Bk

cette fraction augmeate mdéltnimem lorsque A dimam indéfini-
ment. On peut assigner pour A une valeur nomérique; plus grande
que zéro et assez petite pour que %surpam unesuantité donnée telle

qu'onlevoudra, quelque grande quesoit cette quantite. LWI‘GM%

doit done élre considérée comme représentant une valeur plus
grande que toule quantité assignable; c'est ce qu'on appelle une
valeur infiniment grande , ou linfini | el on la représente, par le ca-
ractiére .

A B i :
La racine & = § e 'equation Ax=B se présentant sous la forme
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de Vinfini. Iouqm A =0, il s'ensuit qu'il n'existe pas de valeur cal-
culable qui puisse Sutisfaire 4 I'équation proposée. Ainsi, la valeur

a:-=%-m-. constitue bien un CARACTERE D' IMPOSSIBILITE de la rd-

solution numérique de U'équation.
2 lmsqu’ll arrive que A et B se réduisent & zéro, l‘équation

Ax_ ll ou0=0, est mdém:néc La fomule:u-=—n~ dbv:cnl

ﬂ!'.hw fa 0

par les mémes supposilions, x = ¥
Pour nous rendre compte de ia signification de ce symbole aigé-
brique, qui consiste en unefraction dont les s deux termes deviennent
nuls QWMWM lu'?m absolue de la rractinn %

b
sous h fm —al -'_._ ,. eyl iendra -
fois les denx b h?ﬁhma-b cmd.Supposonsd aborgl quon aun-
bue es lel 1, une vale culicre
constante. % . e
Soient ‘@—b=h, c—d=Fk, ou a=b+h, e-i-dif-"k b
Lavaleur absoluede T fraction  sera alors exprimée par J: Or, si

lon admel que les quantités b, k, soient indépendantes Pune
de Caulre, ou, ce qui revienl au méme, que les quantités a, c,
soient indépendantes I'une de Fautre , la fraction ;==.-a:r¢-
prétmtmrtoujours une valeur indéterminée, 3 quelque état de
grandenr que I'on suppose parvenues les quantités 4, k, qui dimi-

nuent en approchant de lear commune limite M&; peu-
vent d-ﬂ'ém‘uﬁm qmmwm~ y

) En effet, en'ilkignmt par «, 2, des uﬂnﬁmmam petits qu'on le
voudra, et par n un nombre donné Ib\ll # Mit arbitrairement , on peul assigner pour
A une valeur moifdre que e, et pour k une valeur moindre que 2, de maniére que-

Ie quotient :uudylm nombire arbitrairen, 11 suffit pour cela dattribuer. d'abord
ak uuenlmr moindre’ que la plus yeﬂla des deny quantités connues & ul = o
dauribuer aasuil.a 4 h une valeur egale & kxn,

On aura ainsi k< 3, k< ;‘ d'ot kn<o, ou A=,

el A=kxn, dou —£=n.
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Par conséquent , le symbole %. exprimant une I"mlu vers laguelle

tend un WI dont la valeur est tout & fait mdétum:ﬁe quelque

peu différents de zéro que soient les termes &, k, doit étre considére
lui-méme comme représentant une valeur mdéumim ou comme
UM SYMBOLE D'INDETERMINATION.

11 suit de Ta que la racine m=-l—’—del'équaﬁosu=3,si'pre’h

sente sous la forme d'une quantité \NDETERMINEE 0’ lorsqu’ on a

A=0 et B =0, ¢'est-d-dire dans le cas ou il y a réellement in-
déterminalion dans Uéquation.

Concluons que LA FORMULE ALGEBRIQUE 7 n—:-matm“n. cest-
a-dire qu'elle conduit dans tous les cas, pour la résolution de I'équa-
tion littérale Ax — B, & des résultals qui s'accordent avec les con-
sequences auxquelles on parviendrait si I'on faisait sur A et B, dans
I'équation , les mémes hypothéses que dans le quotient % '

99. Ona vu (n° 91) que les équations P=Q, PXN-=Q><N ne
sont pas équivalentes lorsque N se'réduit & zéro , de sorte que la se-
conde est indéterminée , tandis que la premiére peut étre une équa-
tion détermince.

- 8i donc on multipliait les deux membres d'une équation du premier
degré proposée, P—Q, par un facteur N qui deviat. ensuite nul,
lorsqu’on ferait une hypothése particuliére, telle que @ = b, on dé-
duirait de I'dquation P X N=0Q X N une équation indélerii’iii&
Ar—=B, dont la racine 2 — Ese préaenlemlmalnforme- Evi-

demment, on ne devrail pas en conclure que l'éguation proposée
P = Q fiil elle-méme indéterminée.

Soit, par exemple , I'équation
@*x 4 abx 4 b’z = a*+ a’b+ ab* 4 v €}
qui se réduit & 3a’z = 4%, ou‘ 32 = Aa, lorsque a= b.
Cette équation , résolue dans I'hypothése a = b, a une racine uni-
que r = ! a.

3
21
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Mais si, avant de faire 'hypothése a = &, on avait multiplié I'é-
quation (1) par a— b, on aurail eu =

z(a*fab-4-b*) (a—b) = (B® 4 a’b +ab® 4+ b%) (a —1b),

ou plus simplement (ne 21), @(a®—b%) =a*—b*; @
do - at—b*
ou = m.

Lorsqu'on suppose a =D dans cette valeur de x, elle prend la
forme g; et en effet, 'équation (2), d’ou elle a été déduite algébri-
quement , estindéterminée. 7 n'est pas permis de conclure de cette

indétermination dans Uéwpression algébrigue de x , que 'équation
primitive (1) devienne indéterminée par I‘hypotkdu a=bh.

1000 WCWW Qpnbole est le caractére d'une

valeur indélerminée, Inﬂqu il prunent d'une fraction ilgﬁbnqm A

telle que I ése particudidre qui produit un changement dans I'un
des deux lermes, B ou A, n'en prodml aucun dans I'autre.

Il en serait autrement si la méme hypothése, faite dans les deux
termes B, A, les changeait tous les deux a 1a fois.
- Lorsqu'une hypothése particuliére annule les deux termes B, A,
on ne peut plus admetire que le symbole gsm't le earactére de l'in-
détermination.

Par exemple, la fraction E;'—_F:%‘ deviendrait g par la seule hypo-

- thése @=b, ou @ — b = 0. Or, cette hypothése , comme on va le

g
voir, it prendre au quotient %, une valeur déterminée, doi i

suit que, dans ce cas, la forma%ni'peut_puelre regardée comme un
signe d’indétermination.

En effet , on a généralement a*—b'=(a*+-a*b-+ab’+-b%) < (a—b) ,
et @*—b= (a*4-ab+b*) X (a—b).

Soit @a>b, a—b=h. Remplacant a par sa valeur b4+ A, on
trouve - -
a + a*h 4 ab® 4 b* = 4b°4- (60° - Abh 4 h%) < h ,

a*4-ab 4 b* = 35® - (3b 4 h) > h.

Donc , tant que @ — b on h n'est pas nul, on a
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a'—b Ay (6&' “h+b'ik
==

Or, i mesure que A diminue en tendant vort i limite n‘ro le nu-
mérateur de la seconde fraction diminue et Lend vers la valeur 4%; le
dénominateur diminue et tend vers Ja valeur 3% On peut concevoir h

assez petit pour que les deux termes de cette frachonnemml res-
pectivement de 45* et de 3b* qu'aussi peu qu'on le voudra, . la

fraction a pour limite, lorsque A devient nul, la quantité
minée 37 ou § b.

Ainsi les deux termes a* — b* = [4b* 4 (6b* 4 4bh 4= h?) >¢ hlh
et @®—b%=(3*+ (3b -+ h) X hlh
ayant respectivement pour limite zéro, a cause da facteur h ou a—b
qui leur est commun, il arrive que leur quotient tend vers une li-

mite déterminée , quoiqu'il se soit présenté sous la forme g’. .
Considérons encore Ia fraction X, qui se réduit & Jlorsqu'on
suppose a=1. On sait que

‘:‘:l"*“‘ﬁ'-l-x'-]-x +1 (n°85).
Si donc on suppose —1, la vraie valeur du quotient est f--4-1-H,
ou 4. Par conséquent on ne peul pas admellre ici que la forme g soit

un signe d'indélermination.

Ceci s'explique mmmplamtdabordxptri+ldm5k facteur
'+ a* 4+ x -+ 1 do produit 2* —1.
09 a @' 4 a® @41 =A+(6+ ¥+ Ak, dou

_ GG MR X @—1) e
Tt - O e L T,

On voit clairement que, tant que & n'est'pas nul, la fraction pro-
posée esl égale a un polyndme dont la valeur diminue en méme temps
que h, el gui lend vers une limite délerminée, savoir, le nombre 4,
a mesure que h tend vers zéro.

i I
Raisonnant de méme mrlafraclion“' a8

. qui de-

-
vient 2 lorsqu'on suppose a=b, el observani que
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—a'h —ab* + V= (a—b) (a* — b"),
on aura, tant que la quantité @ — b ne sera pas nulle,

a'— a*h — ab* - b’
7 — bt + =a—0b.

Done la fraction proposée diminue indéfiniment, en méme Imips que
a—1b, et elle a pour limite zéro.

Ainsi, la vraie valeur de la fraction est nulle, lorsqu'ona a=b.
Elle n'est pas indéterminée.
Enfin, pour la fraction e

Wiy S,
@ — a'% — ab b qui devient = lors-

0
quw'on suppose a=1b, on a semblablement. af—:‘i':nt’q-a' ' E"-—iTE'

lant que @ n'est pas egal i b. Cette fraction augmente indéfiniment ,
a mesure que a— 0 diminue. Elle a pour limite déterminée §,ou

I'infini.

wrmqu‘—ﬁmvmmammnman

renferment une letlre x, prend la forme g en vertu d'une seule hy-

pothése, x=a, la vraie valeur de la fraction est déterminée , et
égale & une quantité finic , on & zéro, ou a l'infini.

Pour établir cette proposion 4 I'égard d'une fraction dont les termes
B, A, sont des quantités entiéres par rapport d &, nous nous ap-
puierons sur le théoréme suivant,

102. §i dans un polynome X, entier par rapport d la letire x ,
on remplace x par la valeur a, le résultat de cette substitution sera
identiguement égal au reste R indépendant de x auguel on parvien-
drait en effectuant la division du polyndme X par I bindme x—a;
de sorte qu'on pourra déterminer le reste R sans effectuer la division.

En effet, si 'on désigne par X' le quotient entier par rapport i @,
auquel correspond le reste R indépendant de @, la division supposée
donne X'=X'(z—a)+R. 1)

Or, si, dans cette égalité, I'on remplace x par a, le reste R, indé-
pendant de &, n'éprouvera aucune modification : le polynime X se
changera en une quantité algébrique N, et le polynéme X' en une
quantité Q, telle que le dénominateur d’aucun terme ne deviendra
nul, puisque & n'entre dans ancun dénominateur. Ainsi, la quan-
tité X' ne deviendra pas infinie par I'hypothése & = a; elle prendra
une valeur Q, finie on nulle. Le produit X' (z — a), qui deviendra

] — -~ . = = -gl e e S ——
O e — R T R o b I e R -t B, = T
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Q(a—a), sera donc :ml.;“par conséquent 1'égalité (1) donnera

N=R; 2
qu'il fallait prouver.

Par exemple, si dans le polyndme ™ — a*, on remplme aﬁpn a,
on obtient hﬁ]utl\lwq‘-—d"-l}. On én conclut R =N =0
c'est-a-dire que 2™—a™ est divisible par & — a. _

Si dans le polyndme 2™ - a™, on remplace @ par a, on obtient
le résultat N—= a™-a™=2¢™, d'oii 'on conclut que R =N =2¢™;

cest- a-dire que 2™ +-a™ n'est pas divisible par 2— a, et que le reste
de la division serait 2a™.

103. Maintenant , soit une fraction - 3 qui prend la lormeg

vertu de la seule hypothése & = a.

De ce que B devient nul quand on suppose & = a, ou quand on
remplace z par a dans B , il résulte que le reste auquel on parvien-
draiten divisant B par & — a serait nul, c'est-a-dire que B est di-
visible par & — a.

Soit B' le quotient entier par upport dx.OnaB=B(z —a).

Si, en remplacant de méme « par a dans B', le résultat est encore:
nul, on en conclyra que B’ est encore divisible par @ — a. Soit B" le
quolient entier par rapport & @. On aura B'=B'(@x—a), e
B=B"'(r—a). ;

On remplacera @ par a dans B', pour s'assurer si B” est divisible
par @ —a, el l'on conlinuera ainsi jusqu'a ce qu’on parvienne d
un quotient P, numérique ou algébrique, gui ne s'annule paslors-
qu'on suppose x =a.

Alors le terme B sera ramené & la forme B= P (# — a)™.

On traitera de méme le dénominateur A, qui s'annule lorsque

' = a; de sorte qu'on aura A = A’ (# — @). On vérifiera si A’ s'an~
nule par la méme hypothése , et I'on continuera ces vérifications jus-
qu'd ve qw’on parvienne d un quotient P', numérique ou algébrique,
qui ne s'annule pas lorsquw’ on suppose X = a.

Alors le terme A sera ramené a la forme A = P' (@ — a)".

Al 1o Dacilos sorabgaled o5 S0 S (o, tait

L, racthion > sera l_"ﬁ-'-—_a)" P . '
qu'on ne supposera pas @ = a.

Cela posé, 1° si les exposants w, n, sont égaux, la rraction%

eslégale.’a;. Soient M el M’ les valeurs parliculiéres que prennent

les quantités P, P, lorsqu'on suppose @ = a. Aucune des deux va-

“ e s A - T T T Tecxmmee o, el el L T e T o N e SN Y . o

e -rﬁ

P
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leurs M, M’ n'est nulle. La valeur de la fraction ;. ou de son
csaleg-. tend vers la limite déterminée et finie :, a mesure que la

différence x —atend vers zéro, et I'on a enfin %=i— lorsque

x—a=0, onx-—a

29.8i P'on & m>n, m=n>0, la fucuan est égale s ="

Soit M’ la valeur parucuhm que prend la quantité P' lorsqu'on sup-
pose @ = a. Le résultat M’ n’est pas nul. Mais au contraire, le nu-
mérateur P (x — a)™" devient nécessairement nul lorsqm-. X =da.

La valeur de la fraction Twm}_&p@m 30U Zéro,

i mesure que # — a approche de zéro. On a enfin %‘-L— 0, lorsque
T =a. : : _ :
FSilonam<n,m—n<0, Ia 'ﬂnéﬁsﬁ“% est égale a

-l—%—:";}—;, (e 70)- Boit M 1a valeur paiticulidre que’préad 1a

quantité P lorsque & = a. Le résultat M n'est pas nul. Au contraire,
le dénominateur P'(x — a)*™ devient nécessairement nul lorsgue

m=a.hvaleurdalaﬁ-uclion%lendvm la Iimitedéterminée%
ou ®, & mesure que x — a approche de zéro. On a enfin %= @®,
lorsque x=a.

Sympores 0 X o, :%. t», %.

104. Soit la fraction algél:hl[m Bt
elant entiéres.

Si par lamaniére particuliére dont on dispose des valeurs des lettres
qui entrent dans les quantités algébriques A , B, C, il arrive que A
el Cse réduisent a zéro, sans que B devienne nul, le produit

, les quantitées A, B, C,

B x € sera nul, el la fraction prendra la forme g

C B
* CX_A_' sont

D'un autre coté, les quantités algébriques b i
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égales. Or, Bu ilant pmﬁlu méme :emprqm et C ummt

a zér?d la_'&cleurw enl -:— ouw,etlaf ‘ x A,!@de
- R
=, prend}“ﬁ-m 0x . ot .
0» est _%aqp conduit @ emdérer le mmbo?: 0 >( Wme dqui-
valent d & S,
Soit encore la fraction algébrique Q‘-,. dans laqmlleA B,c.‘b‘?'i: _
repm ﬂu quantités enfiéres. i

Supposons qu'on attribue aux lettres qui entrent dans ees
des valeurs particuliéres telles que A et I) se réduisent & zéro, sans
que Bni C deviennent nuls. Les produits B X D, A X C deviendront

nuls, et la fraction prendra la form9

o
Dlmaulmedl.é iasqnanhlésalgthnqge:ig i g sont

=
“gales. Or, A 6L devenant rlssans quo B, C. le.sien I ivi- €
dende Qmmt oua: Ied,u-mnr% deﬂm:"on . Le quo-

lieni - e&ali la fracuon %—*—a‘w Ia forme i,

au-g. - e m ki g i L
On est douc condwil a considerer le s ymbolzg comme -équiéa—
lent ég. + ST
105. Ixkix posimir. Lorsque la valeur d'une fraction algébrigue
augmente jusqua l'infini en demeurant constamment positive, on
dit que sa valeur infinie est I'infini positif, on + a.

Smt la&m{m g —ap . Quel que soil le sn;ne que prenne la
qnaniln 10 —a, daprés la valeur guon voudra altribuer & la
lettre a, le produit (10 — a) < (10 — a) sera toujours positif. Cette
fraction sera donc toujours positive.

Supposons d'abord que la lettre a soil remplacée par une expression
negative — b, donl la valeur relative sera aussi pelite qu'on le vou-
dra, et d'autant plus petite que la valeur numérique absolue & sera
plus grande. Qu'ensuite la valeur numérique b devienne de plus en
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plus petite et décroisse jusqu'a zéro. Nous dirons que I'expression nega-
tive a est devenue de plus en plus grande, depuis @ —— b jusqu'a
a=0. La quantité positive 10 — a = 10 -4~ b sera devenue de plus en
plus petite depuis 10-4-b jusqu'a 100, oun 10. Le carré (10 — a)*
aura constamment diminué , depuis (104 8)? jusqu’a 10% ou 100; la

fraction m—__:!_—&? aura done constamment augmenté en demeurant

positive

%mml'm attribue & a des valeurs positives croissantes,
~ depuis =0 jusqu's a=10, la quantité 10— a conlinuera a décroitre
m‘i zéro; le carré (10 a)* décroitra, depuis 100 Jusqu'i zéro,

Vet a fraction positive mmw,degmg m jusqu'a
{10—110)’ t_m!‘-};w La valeur infinie i_l sera regardee comme posi-

tive; on 6cnra = o,

Il mmmxmwa%wth lettre a une valeur
positive 10-4-¢, plus grande que 10, et aussi grande qu'on le voudra,
en supposant ensuile que @ diminue jusqu'a la valeur 10, ou que ¢
diminue jusqu'a zéro. Alors V'expression 10— a=—c est négative
el devient d'aulant plus grande relativement, que ¢ devient plus
petit, Le diviseor (10 — a)*= (— ¢)* = - ¢* diminue jusqu'a zéro,

: ; 1 1
en méme temps que ¢. La fraction positive 0—aF ou I’ aug-

mente jusqu'a U'infini, el devient - , lorsqu'on a ¢ =0 ou a=10.

Invini nkeativ. Lorsque la valeur absolue d'une fraction algébri-
que augmente jusqu'a Vinfini, mais que cetle fraction est con-
stamment négative, on dit que la valeur infinie est 'infini négatif
on—@.

Soit la fraction ﬁ-ﬁ__—lﬁf. qui demeurera négative pour toutes les

valeurs posilives ou négatives de la lettre a. Si l'on attribue succes-
sivementl & @ une suile de valeurs jusqu'a @ =10, qui fassent croitre
la valeur absolue de Ja fraction jusqu'a Vinfini, on aura pour 'hypo-
thése a=10,

—1 —1, et

-.—--—-\-:z—m.

M—ar (0—107% 0

Ineint posiTie ov necATiv. Enfin il y a des fractions algébriques
dant la valeur infinie pent étre considéree indifferemment comme le



|
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dernier terme d'une de valeurs positives , ot comme le dernier
terme d'une suite de valeurs négatives. Alors on affecte le carac-
tére @ dudouble,m"‘{on enoneepltu ou moing).

L &
Sml par exemple, la fraction io
Si Ion.uhphce @ par une expression négative — b, dm laquella
le nombre b soit aussi grand qu'on le voudra, la valeur - Tii

sera positive. Si I'on congoit ensmlc que la valeur a augmente
depuis — ljmn’i —+10, la uleu 10— a décroitra depuis 104 b
jusqu'a zéro, et la fraction ﬁ constamment positive, angmen-

tera depuis +m jusqu'a +5 ou -+ do .
Mais si, au contraire, on remplace a par une valeur positive 104,
plus grande que 10, et aussi grande quon le voudra, la valeur

iﬁl-—'i ou ~_1; sera négative. Si Ton concoit ensuite que la valeur

a diminue ; depuis 10} ¢ jnsqu’a 10, la fraction — ( %) , tonstam-
ment négative, augmentera en valeur numérique absolue , depuis

RO T ——

L'expression :-', qui provient de la fraction i 01 , lorsque a=10,

peut done étre considérée sous deux points de vue différents, selon
qu'elle représente le dernier état d'une quantité positive qui devient
plus grande que toule quantité assignable, ou an contraire qu'elle
représente le dernier ¢lat d'une expression négative dont la valeur
numérique absolue devient plus grande que toute quantité assignable.
En conséquence, a raison de la double acception dont est alors sus-

ceptible la forme %, on I'affectera du signe ambigu ==oc .

106. Soit 1a n'aehon nlgéhnqueﬂxc
entiéres.

Si, par la_maniére particaliére dont on dispose des valeurs des
lettres qui entrent dans ces quantites, il arrive que C se réduise i
5610, sans que A ni B soient nuls, le produit BXC sera nul, ef la

les quantites A, B, C elant

fraction dt-nvioa‘m]ra-A9 =0. D'um autre coté, les quantiles algebri-
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ques ‘ic, B: :, soulégalu Or C se réduisant i zéro um-que
A

A soit nul, le divisenr —~ dimeuti=m et la fraction ——
- (?:')

la forme 2 On est dovie conduit d considérer Iuy‘itbola 1 comme

équivalent im

Et en effet, si 'on congoit que le numérateur B d'une fraction
algébriqne demeurant constant, son dénominatear augmente indéfi-
niment, 1a valeur de la fraction diminue indéfiniment, et elle devient
plus petite que toute quantité donnée , lorsqu'on attribue au déno-
minateur une valeur suﬁiummeﬂlm Ainsi mm vers
zéro a mesure que le dénominatenr tend vers vers l'infini.

11 suit de la qu'une fraction algabmqus peut s réduire d zERo
de dewx maniéres différentes , soil lorsque so ] :
zéro sans que le dénominatear sanmlle solt !o squeé, son numéra-

Leur a:mwm dmem infini.
Eqrua'nmn ow Uinconnue enlre en dénominateur.

107 11 y a des équations oi I'inconnue entre dans le dénominateur
de certains termes , et dont on peut qéannmm%nblemr la résolution
par la méthode du premler degre.

Telle est I'équation ——— - +pa: e . (1), qui renferme

deux termes fractionnaires dont les numérateurs a, b sont donnés
¢t dont les dénominateurs sont des hiﬁdmu du premier degré par
rapport i I'inconnue .

Multiplions les deix membres de I'équation (1) par le produit des
dénominateurs, et formons l?équation

..

(M0 —8) X Pl ) X (m—-—n PT—q

) —0. (@
Si nous déterminons unc valear de {'inconnue qui n'annule ni le
facteur max—n , ni le facteur px — ¢, et qui cependant satisfasse a

b
— , el
p A

I'équation (2], elle annulera donc le facteur =aenas

elle sera par consequent racine de I'équation (1).
Or, quand on effectue la multiplication, 1'équation (2) devient

a(pr—g)+b(mz—n)=0, el apr—aq+ bma—bn=0.
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' Elle estdu premier dw S racine est .r=
Mvﬂemdﬂamudamléqnmu} donne

é’i -m-mr w—-

par o,,l\.l?m voit que 'équation (1) est satufaile
Soit encore I'équation m-{- -"T"FP —a=0. (A)

" Multiplions les deux membres de I'équation (A) par le produit des
denom en supposant pour & une valeur qui n'annulé aucune
des deux quantités z+n, &+p. 11 en résulte I'équation L

az (@4-p)+b(@ 4n)— a(@+n) (@+p)=0, (B)
qui devient, en effectuant les caleuls,
ax* 4-apa+ ba + bn— ax® —ana — apx —anp =0,
el se réduit 4 4

(b—an)x— n{ﬂg— }=°-
Flleestdu premier degré. Sa racine est 7 =" %~

Cette valeur de 2, mise dans I'équation (A), donne

ar =SSl s "”‘PWLS‘?:

&'oi
b b _boan gwn b

par ot I'on vait gue I'équation (A) est satisfaite.

Equations du premier degré d plusieurs inconnues.

108. Une équation du premier degré a deux inconnues peul lou-
jours, par la seule Lransposition des termes, éfre réduile d lrois
teries au plus. Car, dans I'équation proposée , aucun des lermes qui
renferment I'inconnue & ne peut admellre en méme lemps comme
facteur l'inconnue y., et réciproquement ; d'oi il résulte que si on
fail passer Lous les lermes inconnus dans un méme membre , el lous
les termes connus dans l'aulre, on pourra réduire en un scul lerme Aax
la totalité des termes en @, -le coefficient A désignant une quantite
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positive ou négalive qui ne renferme que des quantilés connues. De
méme les termes en y se réduiront en un seul terme By ; enfin , les
termes indépendanits des inconnues se réduiront en un seul terme C,
les quantités B, C, étant connues. Alors, lequatlon estramenée
a la forme Az~ By = C.

Par exemple, I'équation 3y — 2z + 7 =204 6 — 4y est équi-
valente a I'équation 3y +4 by — 22 — 6x =20 — 7, qui se réduit a

etk AR= 13

Semblablement , wne équation du premicr degré d trois inconnues
peul toujours élre réduile d quatre termes au plus ; elle peut élre
ramenée i la forme az - by ¢z = d, les quantités a, b, ¢, d, ne

rmfermntmdm?,,,,& i
En général, si I'on réunit dans le premier mmhre tous les lermes

affectés des inconnues . et dans le second membre les termes tous
connus, on réduira le second membre & un seul terme tout connu;
le premier membre se réduira & autant de termes dissemblables qu'il
y a d'inconnues, chacun de ces mllormé duprodmt d'une
inconnue par un coefficient connu.

On pourra d’ailleurs , en chassant les dénominateurs (n° 89), faire
en sorte que les quantités connues , a , b, ¢, d.... soienl entiéres.

109. Une équation d plusieurs inconnues est loujours indéler-
minée. Car si Fon dispose comme on voudra de la valeur de loutes
les inconnues, excepté une seule, il en résulle une équalion a une
inconnue 1, de laquelle on déduira une valeur de @ correspondante
au systéme des valeurs atiribuées aux aulres inconnues. On aura
ainsi autant de systémes de valeurs des inconnues qu'on le voudra ,
formant une solution de 1'équation proposée.

Dans l'équation Az 4 By = C, admettons que les coefficients
A, B, ne soient pas nuls, de sorte que les lermes en x et en y subsis-
tent. Alors les équations

K B CAr = C B

A
C—Ax
Bv = Ju Y= B ’

sont équivalentes.
3 : A i C—By, .. -
Lorsqu’on substitue I'équation = 1 a I'equation proposée,

I'on dit qu'on exprime x en fonction de y.
Il devient évident par la que si l'on remplace y par une valeur nu-
mérique queleonque , positive ou négative, on en déduira une valeur

o S
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correspondante de x, qui formera avec la valeur aurltmée i y, une

solution de I'équation proposée.
110. Lorsqu'on a plusieurs équalions & plusieurs inconnues , cha-

cane de ces équations en particulier admet une infinité de solutions.

me i 'ane., peut ne
pas sa mm*éqmm

Sompif exemple, les équations = """ .

Qg1 —y e N
B —S=gy—7 . (2)

Si 'on suppose , dans la premiére, x=3, y =2, elle est satisfaite.
Mais lorsqu’on fait les mémes suppositions dans la seconde, les deux
membres , qui deviennent + & et — 3, ne sont _pas égaux; de sorte
que Ia solution z — 3, y =2, qui convient 4 la pramirepugt pas
une solution commune anx deux équations.

Cependant,, il peut exister une valeur particulicre de 2 et une va-
leur correspondante de y qui salisfassent aux. deux équation: A la fois
ou qui forment une solution commune.

Si, par axemple dans Jes equluom (1) et (2), onsuppoae a:mﬂ.
y=4, y_nglt I ,dsmnnuu éguu: a9;les

des deux équalions est cgangée en une identité, pnr l’hypnlbése
e="9 ’w_ S e

On dit alors que le systéme des Baklﬂrthﬂ v Y=4, rdsoul le
systéme des gualiou (1) et (2), ou forme une solmﬂu deux
équalions proposées

Résoudre le ay.ﬂeme de p!uawurs equa!fw a plusieurs incon-
nues , c'est déterminer pour chacune des inconnues une valeur telle
que loules les équalions proposées se changent en des égalités lors-
qu'on y aura remplacé par une méme valeur chaque inconnue désl-—
gnée par une méme Jettre. i 5

On - dit qu'un systéme déquations a plusicurs immtm est
EQUIVALENT ¢ wn aulre systéme, lorsque toute solution du pﬂmer
systéme est une solution du second , et rauproqnemem :

Résolution de dewr équations dw premior degre a deux inconnues.

111. Si Von avait & résoudre deux équations du premier degré,
entre denx inconnues, , y, et que 'une des équations conlint wne
inconnue seulement , il serait facile de déterminer la valeur corres-
pondante de Pautre inconnue, propre a former une solufion.

-yl
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Soient a résoudre , par exemple , les équations ' :
—9= 5—3z )
o= . Ww+5=13— y. @)

On trouve gue la pramérogst satisfaite par la valeur x =2, et
qu'elle n'admet pas d'autre solution. Pour que la question soit réso-
lue , il faudra que la valeur # =2, mise dans la seconde équation,
la change en une égalité. Il fandra qu'on ait

2X245=13 — y, ce qui conduita y =4.

Ainsi, le systéme de valeurs v — 2 y—l umferaauxdonxéqul
mﬁﬂllmmleuu} :

2. En général, le

afion parce qngn, élimine ou
Pon fnlw une du nconnues de I'une des deux équations.
Nous allons exposer d'abord trois mél'kodu d’élimination.
113. l° an ‘Soil & résoudre le systéme des équations
: o (A)

Tirant de I'une des equations proposées, la valeur de y exprimée
en fonction de i, el conservant I'autre équation, nous_ formons le
sysléme

S —2y =

Toute solution du syswme (A) satisfera éndemment au systéme (B),
et

49— ! pRg

réciproguement.
wmdamhmquthnhmuy parsnalenrr.n
a, nous formans le systéme -

9—ha 3 4 A9—ba

y=T ' ou | ’=__3— | (C).
e} | 2

~Toute solution dusystéme (B) satisfera endemmem au systéme (C),
el réciproquement.
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Dans ee troisieme systéme , la valeur de x , déterminée et unique
aalan- lﬂ:—m 1 abmﬁm résolvant I'équation & uné seule m...
Sz — -§-+ ; 82 8 on i5r—9848x=132 N
La valeur emmd;nu de gﬂmm o~

2 )

oy —r_
Donc le systéme (C) admettant la solution unique = =10, y—3,
il en est de méme des systémes équivalents (B) et (A).
114. 20 Pan comparaison. Soit i résoudre le systéme duéquﬂum
ho+-3y=8
S5 —2y=M ! ().
Tirant de l'une et de I'autre des équations proposées, la valeur de
y exprimée en fonction de 2, nous formons le systéme

Cnnunm l‘une des dm mem aré yen gmmm entre

elles les deux expressions de y en &, nous formons le

y - 3 s = o =o, ¢ .
W—kx  Se—44 o LS
TS

Toute solution du systéme (B) satisfera évidemment au spl.éme C
el réciproquement.
]}ans ce troisitme systéme la valeur de @, déeterminée et unique,

esl x-w on l'obtient en résolvant I'équation ;9_4@ Ez—%“

ou 98 —82—15x —132. L.a valeur correspondante de y est donc
nécessairement y = —;”-E-‘-q =3.

Done les trois systémes d'équations étant equivalents, les équations
proposées admettent pour solation unigue 2=10, y=3.

115. 3* Pan répuerion. Sidans les deux équations & résoudre, les
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coefficients d’'une méme inconnue élaient egaux , on éliminerait im-
médiatement celte inconnue par une addition ou par une soustrac-
tion,, selon que les signes seraient contraires, ou qu’ils seraient les
meémes, ) ;

Soit par exemple , & résoudre le systéme des équations

8z -6y = 98 :
t5o—ey—132 | @

dans lequel les coefficients de y sont numénqnemenl égaux , etaf- .
fectés de signes contraires.
- Conservant l'une des équations, puis ajoutant les deux équations

membre & membre , nous formons le systéme

.W' s } ‘R
(154-8)2 — (132 498) (B).

Toute solution du systéme (A) satisfera évidemment au systéme
{R). D'un autre c6té, si l'on avait actuellement une solution du sys-
téme (B), par laquelle ses deux équations sc changeraient en deux
égalités, et si l'on retranchait membre & membre, Iégalilé
Br6y="98, de I'egalitée (154 8)x=(132+498), il en résulterait
Pegalite

1548z —Br—6y =(1324+98)—98 ou 15z —6y=132.

Donc toute solation du systeme (B) satisfait an systéme (A).

Or I'équation (15-4-8) 2 =132-4-98 ou 23x=230, n'admet que ln
racine 2=10. Cette valeur de 2, mise dans I'équation Br{-6y =98,
fait voir que la valenr de y doit satisfaire a 1'équation 8046y —
d'oi y=3.

Le systéme (A) admet donc la solution unique =10, y=1.

Soil encore i résoudre le systéme des equations

Nz 15y —245 | ;
90r — By=176 {2 N

dans lequel les coefficients de » sont égaux et de meme signe.
Conservant 'une des équations, puis refranchant, membre 4 mem-
bre, la seconde de la premiére , nous formons le systéme
N0 —By =178 F—r
(154 8) y=(245—176) ¥V 2

Toute solution du systéme (N) satisfera évidemment au systeme (P).
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D'un autre edte, st les équations (P) étaient ¢ en des éga-
l-&:wdmﬂmmed“esdwe&deg, ail, en les
ajoutant membre a membre, I'égalité 200415y -N&ﬁ s¢ trou-
verait vérifice en pﬁe temps que V'égalité 202 —8y — 176. Par con-
séquent, toute solution MWM (Nj e

Or I'équation (15-4-8) y:-——-%— 176 ou 23y=69 n'a qu'une racine,
y=23. Celte valeur de y, mise dans V'équation 20x —8y =176, fait
voir que la valeur de a doit satisfaire 3 1 “equation 20r—8x3—176,
d'ott 202—=200, 2= 10. Ainsi les syaemmqaiulmm (), ont
pour solution unique y—3, x=10.

L'élimination par addition ou par soustraction , que nous venons
d'opérer, n'est praticable qu'a raison de I'égalité numérique des
coefficients d'une méme inconnue. Pour ¢tendre la méme méthode
au cas oi les coefficients sont inégaux, 'on est conduit & ramener
a lélat d’égalité les coefficients d'une méme inconnue dans les
deua équations proposées ; alors ce procédé d'élimination prend le
nom de méthode par wépuvcrioy.

- Le calcul consisle en géuéral 3 mulliplier les deax membres de ia
premiére équation par une quantilé connue, et les deux membres de
la seconde équation par une autre quantité connue, en choisissant
les multiplicateurs de maniére que V'égalité des coefficients d'une
méme inconnue s'établisse ; aprés quoi I'on procéde a Paddilion ou &
la soustraction entre les 6qnahons lnml'urmées

Soient par exemple , les équations AT T

Ax+-3y —49
dr—2y=544

Si 'on multiplie la premiére équation par le coellicient numérique 2
de y dans la seconde, el si l'on muluphe la seconde équation par le
coefficient 3 de y dans la premiére, on formera wrmuuml-

tions 816
y =
150 — Gy — 132 3 (A)

-dans lesquelles les coefficients i‘l‘mmnuse y sont égaux, el dnnt le
syuéma est évidemment équivalent & celui des deux équauons pro~
posées (X).

Il sera done permis de substituer au systéme (X) le systéme (A),
et I'on pourra alors effecluer I'élimination par addition.

116. 1l peut se faire que deux équations a deux inconnues;, ad-
meltant chacune en particulier une infinité'de solutions . soient ini-

(X

;| —_i txypmy aA—-;-:'_--\x,

22
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mméati_blu ou cmi:rudiélairu. clest-a-dire qu'il nexiste pas de
valeurs numériques calculables qui, étant mises & la place des in-
connues dans les deux équalions, pnissenlsmslulre en méme temps
a I'une et a Fautre.
Soient, par exemple, les équations
2z —13y=10, (1
6r— 3y=— 4. (2)
Si 'on tire de la pmeu equﬁm Pexpression de = en fonetion de

y,onax= fs'+£g a-r% Yy +1—. ol,mmplmm y par le nom-

bre quon voudra. nn obtiendra une valenr currespondaute de x,

Si l'on lire de la semnde équlmn l’expresmn dc @ en formhcm
g :|-_4_1 e

dey,ona x= g + 3’ et l'on en peul déduire anlanl. de

solutions qu’on voudra gahl' Péquation(2). =

Mm. e, positif ou négatif, que I'on con¢oive mis i
la place « e @ dans les deux équations proposées, il sera impossible
qu'il existe une valevr numérique correspondante de y, propre a
vérifier ces équations. Car il faudrait qu'on et

1 = 2 PR & 2= 5 11
équation impossible (n* 87). '

Pour mettre en évidence la contradiction ou I'incompatibilité des

équations proposées , remarquons que le rapport des coefficients de x
26 13

est égal an rapport des coefficients de y; on a 63 Multiplions
les denx membres de 1'équation (2) par ce rapport , ce qui ne change
pas les solutions de I'équation (2). Elle devient

x&é sxay_gx .oJ 2&1:—13y=5,—32- @)

‘Ainsi, T'on a & résoudre le systém 'des équations (1) et (3), dong
les premiers membres sont identiques, tandis que les seconds mem-
bres sont inégaux. Il est done impossible qu'il existe pour @ el pour
y un systéme de valears numériques propres a vérifier les denx équa-
tions & la fois.

On dit alorsque le systéme des équalions proposées est impossible
(Poyex ci-aprés, n* 125).




ALGEBRE. EQUATIONS. PREMIER DEGRE. INEGALITES. 339

117. 1l peut arriver que deux équations 4 deux inconnues soient
équivalentes (n° 87). Alors, chacune delles étant indéterminée
(n°109), il existe une infinité de solutions du systéme , et I'on dit que
le systéme des dquations proposées st mddlsrmimi

Soient, par exemple, les équations

Wz — 13y==.65 (€ AN
6z — 3y=15. 2)
% 13 6

4 arquons que les trois rapporls — 8’ 3 15 sont egaux T
en résulte que si V'on multiplie les deux mémbres de I'équation (2),
par le rapport % ce qui ne change pas les solutions , elle deviendra
identiquement la méme que V'équation (1) ; car on aura

6x =9, 3x =13, 13x¥—6
Les équations (1), (2) . sont done équivalentes ; on se trouve par con-
séquent dans le méme cas que si I'on avail a résoudre une seule équa-
tion & deux inconnues. Il y a une infinité de solutions.
Si I'an cherchail & résondre les équal.mm{i} (2), par I'élimination
d'une inconnue , on. anml

_ 13465 L o | S S
ﬁ# +$l et r= 6 —Eﬂ"l'e'
ce qm donne I equauon: Yy ‘1 -]_ 15 (e

2 *6& 5— =i
G“z_*) e T 3+ ou bien 05< y = 0.
Ainsi, I'on serait conduit & une équalion mdéterminée » (Poyez ci-
aprés , n° 126),
Résolution des équations qui renferment plus de deugs inconnues.

118. La résolution de trois équations a trois mconnm se raméne
a la resolution de denx équations 4 deux inconnues.

Soient les équations.
27 — Ay 4 65 — 14 )
Ww4W— =9 @)
5 —3y —As= 4. (3)

Eliminant 'une des inconnues, z, parexemple, entre ces équations,
on formera deux équations entre les deux aulres inconnues, z, y.
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Si I'on veul faire I'élimination par réduction, il suffit ici de multi-
plier les deux membres de I'équation (2) d'abord par 6, puis par 4,

ce qui donne
'I&v:-]- 12y — 63 =54 *
1204 8y—4z=36; 15)
ajoutant membre & membre les équations (1) et (4), on obtient
20:x | 8y =68, on 5z + 2y = 17; (6)
retranchant mhn a memhre léqual.mn (3) de Péquation (5), on a
Le systéme des équations

54 %y =A7 6)
Te+ily = =92

sera éqmvalenl au sysleme pr

e des équalioﬂ‘{ﬂlﬂm qui ne
W deux inconnues , on obtient Ja solution unique w—s
y=1. Done la valeur correspondante de = devra s.ausfalre a I'équa-
tion 3 3+2x1—3=9, doiz=2,

Le systeme proposé admet done la sglution unique 2 =3, y =1,
%=

9. Si, dans le cours des calculs, on est conduit & des équations
contradictoires , ou a une équation impossible, on en conclura que
le systéme proposé est impossible, c'est-d-dire qu'il est impossible
d'v satisfaire par des valeurs calculables des inconnues.

S: I'on est conduit & des équations idenligues , ou &unc L-qualwn
dela forme 0 X 2 =0, on en conelura qu'il est possnble de .‘Hlll&[lll'c
au systéme proposé d'une infinité de maniéres.

120. La résolution de 4 éqnahomi-iinconnues se raméne sembla—
blement i la résolulion de 3 équations a 3 inconnues,

En général, Torsquon a aufant d'équations que d’inconnues, si
nous désignons par n le nombre des inconnues, la résolution du sys-
téme proposé se raméne d'abord a la résolution de w — 1 équations

(*} Lorsque les equations (7}, (6}, 2} sonl satisfaites, les équations (4), (5), et
I'équation 20z + 8y~ 68 le sonl aussi

Par suite, Péquation (1) et Pequation '3} sont satisfailes; de sorte que loule so-
lution du syswéme des equations (7), (6), (2) est une solution du systéme (1),
(2, (3.

P g =
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enlre n— 1 iuconnues. Emgpnumnl ainsi, on parvient i former
2 équations entre 2 des inconnues, ', y, el enfin une équation i
une seule inconnue, x; d'oi 'on déduit la valeur umque de x, et
par suite'la valeur corrcspondm e

Dans l'une des m‘m jue I'on a lhmm {trois des in-
connues, x, Y, 5 place ¢, y, par lears u!eﬂﬁ?ﬂ Fon dé-
termmer.lrﬂ;; “détermine de la méme maniére la valeur d'une qua-
triéme inconnue , au moyen des valeurs trouvées pour x, ¥ }
ainsi de suite. Lorsqu'on a trouvé n — { des inconnues, on les rem-
place par leurs valeurs dans I'une des équations proposées, qui,
aprés cetle subslitution , ne renferme plus que la derniére inconnue ,
et sert @ la déterminer.

Par cette méthode on obtient la solution unique du systéme , sauf
tes cas d'impossibilité et d'indétermination dont nous avons parlé.

121. Si l'on a plus d'équations que d’inconnues, soit m -4 n équa-
tions entre n inconnues, on résout d'abord un systéme formé d'antant
de ces équations qu'il y a d's.ncunnm - sans avoir égard aux autres
¢équations proposées.

Quand le premier systéme, formé de n équations entre les n incon-
nues, est résolu, on remplace les inconnues par leurs valeurs, dans
3 5 pour s'assurer si ces équations sont satis-
faites. Lorsqu'elles ne le sont pas, il en résulte que les éqﬂhbons
proposées sont incompatibles : lorsque les # itres équations sont
satisfaites par les valeurs obtenues, il est.¢ solation qui
vérifie a la fois toules les équations proposées.

On donne le nom d'égalités de condition aux m derniéres éogalités
qui doivent se trouver vérifiées par le systéme des Mdgum-
connues pour que le systéme des m - n équations soit possible.

Enfin, si l'on avait moins d'équations que d'inconnies . le sys-
téme proposé serail ‘évidemment indéterminé, Supposons qu'on ait m
équations enire m~f-n inconnues. Altribuons les valeurs que nous
voudrons 4 # des inconnues. Il en résulte un systéme de m équalions
a m inconnues. En résolvant ee systéme, nous délerminerons , pour
les m derniéres inconnues, les valeurs qui correspondent aux valeurs
que nous avons attribuées arbitrairement aux n autres inconnues,

Formules générales pour deux équations d dewr inconnues.

122, Conéidérons le systéme de deux éguations littérales du pre-
mier degré a deux inconnues, &, y, savoir :

2
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azx4-by=c }

a'zt-dy=1¢
les leltres a, b, ¢, a, ¥, ¢, d&md«mﬂbm,w
peuvent étre positives , ou négatives, ou nulles.

Tout systéme de deux équations du premier degré 4 deux inconnues
mmmmdémmmprémuwlumumm}.qnmap-
pelle, par cetle mson, les éqwuiom genérales du y'm degreé &
deux inconnues

T

-
O |

‘Nous nous pr demﬂs&nnmnqmdew
denx &;ualioqs littérales, d’en tirer des formules qui expriment la va-
leur de @« et celle de y par une combinaison des quantités @, b, ¢,
@, b, ¢, el ensuile de vérifier si, pour toutes les suppositions que
I’on peul faire sur les quantités connues , ces formules algébriques
conduisent a des conséquences qui s'accordent avec celles quon
déduirait directement des équalions proposées, aprés Y avoir fait
les mdmes R

123. 11 est natarel d*‘admme‘ﬁ'“mm les inconnues &, s
‘entrent 'une et I'autre dans chacune des équations proposées (A), de
sorte qu'aucune des quantités a, b, a, &', n'est nulle.

Dans cette hypothese, appliquant a ces équations I'une des mé-
thodes d’élimination précédemment exposées |, on parvienl aux
equations
eb' — be' ac — oa
ab —ba’ YT @ —da’
et le systéme (B) est équivalent au systéme (A).

Si le dénominatewr ab'— ba' est différent de zéro, ou, ce qui
revient an méme, si les qnoliants% " ;—,. sont [inégaux , lincon-

nue @ admet une valeur déterminée et unique , qui pourra étre po-
sitive , ou mulle,, ou négative : il en est de méme de la valeur corres-
wm de y. Alors, le systtme (A) admet donc une soiution
unique, que 'on peut calculer au moyen des formules (B).

i le dénominatewr al —ba' est nul sans que le numérateur

¢b'— bc’ soit nul, ou , end'al;tréslermeu sil»ésl:[ucntienl.f,E =g,

==

(B)

’ =q, sonl égaux entre eux, mais diflérents do quonent &
résulle que le numérateur a¢'— ca’ n'est pas nul. Alors, les for-

mules (B) présentent les deux inconnues sous la forme & = % ==0m,
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y= '_'. = g0, En mg ugl;; les équations (A)'mn: INCOMPATIBLES;

il est mpomih d'y satisfaire par des valeurs finies de & et de y.

En effet, d'une part, pour que le numérateur ac' — ca’ M nuk,
il faudrait qu'on eat ;ﬁﬂ;‘éﬂc.- ‘%’ﬂ é‘!‘. dlon cb — bc' =0,
contrairement & I'hypothése. On a done y— o, lorsque 2= oo.

D'un autre coté , puisque @ = a'q, b = b'g, l'équation az4-by =
devient a'qa - bqy= ¢; d'ailleurs Péquation @' 2--b'y=¢ est équi-
valente a aqm—l—bqgac'q On a done A résoudre le systéme de deux
¢quationsdont les premiers membres sont identiques, tandis que les se-
conds membres sonl différents, puisqu'on ne peul pas avoir e=¢'q, ou
£ —q=2 — 2. Leséquations irésoudresontdonceontradictoires.

Ainsi les symboles # = o0, y =0 , donnés par les formules (B),
correspondent au cas o il est impossible de satisfaire aux équations
par des valeurs numériques calculables des inconnues.

Enfin, si le dénominateur el le numérateur de la valeur de Uune
dp_a_ inconnues sont nuls d la fois, ou, en d'antres termes, si les

trois quolients 3, =q, -g =q, 5. = ¢, sont égaux, il en résulte que
le pumérateur de Fautre inconnue est nul. Alors, les formules (B)

présentent les dewr inconnues sous la forme .zn=g Y =-g .En

méme temps, le systéme des équations (A) est 1Di J
En effet, d'une part, si I'on a ab' —ba =0 et eb' — be' =0, ov

' a b g % ¢ b e
en conclul — = - =g el 5= 3-.=q:-d‘m‘t_%=s@.u_ ac—ca'={
Onadoncy=-g.lors?quex=%.

D'un autre cité, puisque a=agq, b = bq, ¢ = ¢'q, 1'équation
ax - by = ¢ devient aqx 4 bqy = c'q; d'ailleurs V'équation
ax 4 by =¢ est équivalente 3 a'gax -+ b'qy =cq. Les équations
i résoudre sont donc équivalentes, et forment par conséquent un
systéme indétermingé.

Ainsi, les symboles z = 9. y= g f

correspondent au cas de I'indéterminalion du systéme proposé.

* 124. On peut concevoir encore un systéme de deux équations entre
deux inconnues, I'une des équations ne renfermant qu'une seule in—

donnés par les formules (B) .
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connue. Cela revient & supposer, dans les équations générales, que
I'un des quatre coeflicients a, b, @ ou ¥’ soit nul. Supposons que 1'une
des deux équations ne renferme pas &, ou qu'on ait a = 0. Les ¢qua-
tions i résoudre seront by=c, dz-4-by=c.

En a_ppllquanl une des méthodes d'élimination , I'on trounve

¢ be' — el
o™ A ke

arque _mwmmnuaundwmenl des for-
mules (B) Iomqu on y fait Phypothése a =0, :

125. 8i l'on se propose de pousser plus lnm ce genre de veuﬂu—
tions , wtruinlwd'ﬂﬂh réelle, on arr|
vantes : 1° Iorsque ans les équa rales , on suppose & la fois
a=0, b=10, el qu'on ne veul admeum que des. mlgurs finies des
inconnues , ces équations se réduisent a LT

(W) 0o, @ dwby=c.

La premiére est impossible ; on ne peut doric pas satisfaire aux deux
uations par des valeurs finies des inconnues.

Dans le méme cas , les formules (B) damwnl.r-—«%, y=_0m ;
elles indiquent donc limpossibilitt de la résolution du systéme
proposé.

Si I'on faisait en outre I'hypothése ¢ =0, les équations (1) et (2)
seraient complétement indélerminées; el les formules (B) marque-
raient cette indétermination par les symboles z — 9. v= g'. :

2 Lorsqu'on suppose nals les deux coefficients d'une méme in-
connue , soit, par exemple, a=0, a=0, la! éttuatmm by—.c,

by = ¢, donnent {b’-—b}y=c —C, y= ﬁ' y_-b-, y—=s

Si les quotients B ﬁ.  sont inégaux , d‘w il suit que ¢b'— be’ n'est

pas nul, les éqnnum sont incompatibles ; les valeurs trouvées pour y
sont contradictoires. Dans le méme cas, les formules (B) donnent

= % =, y= g; elles indiquent donc I'impossibilité du systéme.

Si d'ailleurs , dans la formule v:::H, on suppose d'abord
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a=a, ella donne y — F'_S- “valeur oblenne directement en com-
binant ml.re elles lﬁﬂenx éqnations.
. b . 3
Si les qunwi,.—b-r sont égaux, ON A = =g, 0=Cq, b=by
Les équations by — c. by = ¢ sont équivalentes; elles admettent
Ia racine unique y= , et la valeur de & est tout a fait arbitraire.

Les formnles CBJ donnent alors 3==9 y=0- mais.on peut lirer

— ea
ab’ — ba'’
qu'on suppose d'abord a=a la valeur de y est :

(¢ —c)a ¢—c c—cq =

F—ba T—b v—=bg & b
On retrouve donc, en partant des formules (B) . la valeur délerminée
de y, et I'on reconnait I'indétermination de la valeur .

3° Enfin, lorsqu'on suppose que le coefficient de 2 est nul dans
I'une des équations, et que le coefficient de y est nul dans l'autre
equauon soil par exemple , a = 0 b =0, les équations by =c¢,

la valeur déterminée =3 ¢ de la forme y = 2= Pour cela,

a'x = ¢ donnent .y—‘ c @ —?‘,pl.]es formules (B) conduisent en-
core aux mémes valnnrs ; = .
b — be’

126. Pour retenir les formules générales (B).. -."ﬂiw—
Y _ac_b? , observez 19 que les valeurs de 2 el de y sont expri-
mées par des fractions qui ont le méme dénominateur ;

29 Que ce dénominateur peut s'obtenir en formant avec les coeffi-
cients des inconnues les deux arrangements ab , ba , en affectant d'un
accent la seconde leltre de chaque résultat, et en séparant les deux
résultats par le signe — ;

3 Que le numérateur de x peut se déduire du dénominateur en
remplacant les coefficients a, a’ de cette inconnue par les termes
connus ¢, ¢'; el que le numérateur de y se déduait de méme du déno-
minateur , en remplacant les coeflicients &, &, par les termes
connus ¢, €.

Equations littérales du premier degré @ (rois inconnucs.

127. Considérons le systéme de trois éqnaﬁo;ls littérales du pre-
mier degré & trois inconnues, savoir :

,&:ﬁ e e - e [ = = =

- R~ A —— . A | A,

~Z
= :

R
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axr by 4-ex =d .
az by fo'z=d (©
d"@+ aﬂv+ c"zﬂ du
Si I'on applique & ces équations I'une des méthodes d’élimination,
T'on parvient anx formules
db'c"— de'b"' -+ ed'b'"— bd'e"—l-be'd" eb'd"
ab'c"—acb'+-ca'b"—ba’c’™-be'a"—cba’
aee - ﬁ- 1e '*mm‘c“"‘*‘c‘“ﬂ (D)
=abc -—ac'b'-l—-ca‘b' —bac"J-be'a" —cba’
5 o QYA —ad V't dab'—bad" - bda"— dba’
ab'c’— '5"—}-%%@« —oba’ | ;
Les trois Wthmmde «,de y, de z, ont
un méme dénominateur , composé de six termes qui sont affectés
alwl;natmment du signe -~ et les trois pre-

e

o

" miers termes en ecﬂﬂnl la Iell.re ca la drorle B'MM '

pmsenlre . deux - fin. & la_gauche de ab, et en
clant d'ur mcmthmoudeleﬂreetdm%m&me
]ettre dans chaque résultat,

On obtient semblablement les trois derniers termes da dénomina-
teur en écrivant la lettre ¢ & la droite de I'arrangement ba , puis au
milieu, puis & gauche, et en affectant d'un aceent la seconde lettre
et de dewa accents la Iroisiéme letlre. -

Le numérateur de @ se déduil du dénominateur en remplacant
respectivement les coefficients a, a’, a"de cette inconnue par les
termes connus 4, d', d".

On déduit le numérateur de y du dénominateur en remplacant b,
b, ¥ par d, d’, d"; le numérateur de z s obUent de méme en rem-
placant e, ¢, ¢ pard d" d .

Equations d deux et @ trois inconnues, dans lesquelles il w'entre
pas de terme indépendant des inconnues.

128. Soient Tes équabons
ax by ==0 1
adz+by=0 )’
qui n'ont pas de terme indépendant des inconnues. Elles adme!tenl

evidemment la solution 2z =0, y=0.
Supposons que, par une valeur de Pune des inconnues, ¥, diffé-

(1
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rente de zéro, et par une valeur correspondante de 22, on puisse
encore satisfaire aux deux équations. 1) sera permis de diviser par y.

On.ﬁrm lew _ =
axZ4p =5 e.
P 2)
a'x §+ b =0 o
Toute solution du second systéme , par une valeur de y différente de
zéro, sera solution du premier, el réciproquement.

Or.réqmlion ax (9) <+ b=0, peut dtre considérée comme une

éqnahon&uneseulemcm, ”,el n'admet qlm seulam:me,

T

;.—.-—--— Done, plmt que le systeme (2) soit possible, il faudra

quon ait I'égalite >

a'x (—2)+L'=0 ou ab—ba =0.

Si celte

Sl cette condition est remplle on aura’ M-—H-—b—=q.

a=dq, b="byq.

L'équation a2 --by=0 sera la méme que a'qz--b qy=0 elle
sera équivalente a I'équation a'z—-b'y=0.

Le systéme (1) admeitra une infinité de solutions. Le quotient
x b :

& des deux valeurs des inconnnes qui forment une solu-

tion , sera invariable et connu.

129. On peul remarquer que les formules (B), données au n® 423,
conduisent aux mémes

Lorsqu'on y suppose ¢=0, ¢'=0, les numnteurs des valeurs de
x, Y s'mnulent;u si ab'—ba' est différent de zéro, ces valeurs
n'admettent que la délermination 2=0, y=0. Si au contraire ab’ —ba

est nul, les hoonnnuse présentent sous la forme:n=g, y=g, en

mime temps que le sguémf. des équations (1) est indéterminé.
o —be
ar’ —ca’’

Enfin, les formules (B) donnent généralement ':




348 MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES,

Fon suppase d'abord c=c' il en résulte &' —— (220 et ette

valeur du quotient ';" est la méme que —2 » lorsqu'on a ab—bas=0

ou — b
e
130. Soient encore les équations
ﬂﬂ? +by +ez =0 ‘
@z +by+4cz=0 (C)
e a"x-i-b"y-}-c"z-:aov o —
qm n'ont pas de lerme mdépendnnl dee mcounues Elles admcuent

Divisant ces équn!]ons par l' une des qnanmés inconnues, z, par
exemple, que nous supposerons différente de zéro, nous’

formons un.
sysléme équivalent au s}‘sﬁm ? @NM les valeurs de z diffé-
rentes de zéro. Nmaiml

a X §+a xg—i-c =0 |
ax i+ x¥pe—o . E)
VL ARV PR
e
Les équations (E) peuvent étre eamidérées comme Lrois équalions
a deux inconnues, qui sont les qnuueats = %.
Si done on délermma au moyen des den: premiéres equauons -
la valeur m de 2 Zetha valeur n de ol troisitme équation sera une

équation de condition gqui devra étre salisfaite par le systtme des
valeurs m et n, pour que le systéme (E) soit pessible. On trouvera

1 'g_ca'——ac"=“
TR it S T g

Si I'égalité de condition a"m—+b"m--¢"=0, qui revient a
ab'c'—ae'b"+-ca’b"— ba'c'+be'a’'—cba’ =0, n'existe pas, le sys-
tdme (C) w'aura pas d'autre solution que x=0, y=0, =0,

Si celle égalité se vérifie, le systéme (C) admeltra une infinile de
solutions, et 'on en pourra obtenir autant qu'on voudra, en altribuant
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d % une valeur arbitraire,, el en prenant 2= X3, y=nx3; car
les valeurs des qnoﬁenhg:—m 2 g=n satisferont ili'x"ﬁquliom (E).
Los valeurs des MMMW seront propor tionneiles, et lo rap-
port de deux queleonques dentre elles sera détermine et conna.
131.On peut remarquer que les formules (D), Wan n® 127,
conduisent at mémes conséquences.

Louql'ﬁy suppose d=0, d =0, d'=0 les nnmératem—des
valeurs de 2, y, = un_ﬁlhnl el si le dénominateur commun n'est
pas nul, ce qui revienl & dire que 1'égalité a’m=-b"n4-¢"=0 n'existe
pns les inconnues n'admetient que la détermination =0, y=0,

=0. Si au contraire le dénominaten est pul, ce quia lieu lorsque
légamé a'm<4-b'n4-¢" =0 se vérifie, les inconnues se présentent

sous la forme :c=-9. y=g. z;ng i ces symboles correspondent

i lindétermination eﬁeu:tm.- des équations (C).
Résolution des problémes.

132, Dans les problémes dont nous avons & nous occuper, les con-
ditions de la question conduisent 4 une ou & plusieurs égalités ; c'est-
h-direqued les quantités cherchées étaient obtenues, une méme
quantité pourrail étre exprimée de W différenies au
moyen des quantités données et des valeurs qu ‘on aurait trouvées ponr
les inconnues.

Qu'on demande , par. eumpl& une M
propertionnelle aux nombres 2, 5, 12. Si la quanulé cherchée était
obtenue, le produit de cette quantité par I'extréme 2 serait égal au
produit 5>< 12 des nombres moyens ( Arithm., page 73); de sorte
que, sil'on désigne par & la valenr de I'exiréme cherche, le nombre
devra &tre tel que les produits 2z et 512 soient égaux. Ainsi, une
méme valeur, 60, pourra étre exprimée de deux maniéres différentes,
savoir, par le produit indiqué 5 > 12, ou par le produilﬁx Th

1l suit de la que la valeur de 2 doil satisfaire a I'équation 20=60.

Cette équation admet la racine unique z%' =30, de s_orle qu'on

a2 30 =5 12; et il est facile de vérifier que le nombre. 30, qui
est racine de I'équalion, satisfait aussi an probléme , c'est-a-dire que

12
les rappor!s 53 sunl. égaux.

133. Dans la rr:soiuhnn des problémes, ce ne sonl pas loujours
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les nombres demandés quon tiche de faire entrer dans des équations;
il est souvent avantageux de choisir pour inconnues des quantités
auxiliasires qui, étant connues, servent a déterminer lu nombres
qu'on veut trouver.

Lorsqu’on a fait le choix des inconnues , on les représente par des
lottres , et Ponwindigue, tant sur les nombres domnés qué sur les in-
connues, (@ suite desopérations qu'il faudrait efféctuer pour vérifier
les valeurs des inconnues, si elles staient donndes (*). On “parvient
ainsi & former dsw Tient entre elles les quantités données

ettoutes lesinconnues: on dit alors que la question est traduite algé-
briguement , el que le probléme est mis en fquations. Au surplus,
rious dirons, avee Clairaut, que cette partie de la résolution d'un pro-
bléme qun comlm l‘h metire en dquaﬁom, west difficile & rédnlre
» En precep TS poul - commencants ; ce ne peul étre
wdesexemponl'uae  Sentir '

.Sil'on veut obtenir des formules algélmques qu.l servenl & resoutlre
tous les problémes qui ne différen: AT ! alew
mériques des w'ﬁnnées l‘on mpréaante par dea lel.l.res les
nombres qu'on hppmcom, et l ma met le pmbléme en équalions,
comme il vienl d'étre dit. - .

134. anm mrm on les ré-
sout pat Tes méthodes qu'enseigne 'aigébre , et Fon s‘um-e ensuité
si les valeurs des inconmues qui satisfont aux équations conviennent
aussi au probléme proposé.

Les équations d'un probléme n'offrent pas toujours une traduaction
compléte des conditions de la question, Il en résulte que les valewrs
des inconnues qui satisfont aux équations du probléme e sont pas
foujours propres d résoudre la question elle-méme. Ainsi, les va-
lears des inconnues qui donnent des fractions pour les nombres de-
mandeés, ne résolvent pas le probléme s 11 o' m solutlon qu'en
nombres entiers.

1! peut se faire éncore, par la nature dﬂuqueaﬁon que les nom-
bres demandés ne doivent pas sortir de cerlaines limites, comme si
Von cherche , par exemple, pendant combien d’heures par jour des
ouvriers doivent travailler. On congoit gue les valeurs des inconnues
qui sortent de ces limiles ne rbsolrent pas le probleme, quoiqu’elles
satisfassent aux équations,

Enfin, si 'on demande, pour les meonmes du probléme, des va-

") Cetie régle est due i Newion.
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quelles n om-ent pas une I.rndl.u:lmn exacte de l utes les condi-
tions de la qu en résulte que si les valewrs des inconnues

[ont ¢ Fquations ne m{ﬂ‘mg pas au mum:%.

pr.u toujours en conclure que le probléme énoncé soit impos-
sible. Le probléme peut admettre une solution qu'on ohmndnh en
rectifiant I'hypothése qu'on avait faite.

La vérification des valeurs tronvées pour les i mmnnnu eur inter-
prélation par rapport a la résolution du prohléme. et cxam.ﬂﬂ
cas particuliers au:queis peuvent conduire les formules qui expri-
ment les valeurs des inconnues, lorsque les données onl ¢té repré-
sentées par des lellres, ebnwl.nent ce qn ‘on appelle la discussion du
pmblhne U Clagits

135. Qntmh.an rémé A;na I molnmn dun p:ohime ren-
ferme trois parties :

1° La mise en équations. du probléme ; 2 la résolution des équa-
unn;,L;:nEu 1a discussion des valeurs ou des formules obtenues.

136. On classe les problemes d'aprés le degré des équations aux-
quellesilsco ____mdm}glgébnquemenl Onappelle
problémes du premier degré , ceux qui
du premier degré leulemenl

T ot el ——

s

Problémes du praumr degre. -‘—ib‘-r--#- eyl =

187 A= B:ml.t. Partager un nombre donné en deux parlies
dont le rapparl est donné ; ou bien,, (rouver deux nombres dont on
connait la somme el le guotient.

Soit le nombre 100 & partager en deux parties dont la phn grande
contienne 19 fois la plus petite.

Si nous désignons par ¢ la plus pelile parlie, la plus gnnde sera
représentée par 19y.

La somme des deux parlies sera exprimée par y-- 1Sy, ou 20y.
Or, celte somme doit former le nombre 100. Donc la valewr de y
devra salisfaire & Piguation 20y = 100, dont la racine unique est

100

yﬁeﬁ =5,
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En admettant que la plus petite partie soit égale @ 5, la plos grande
partie sera 19y =19 X5 =95; et en effet, on a 34+9%=100,
? =19. Les deux nombres 5 et 95 satisfont an probléme , qui n'ad-

met pas d'autre solution.

Le probléme, dont1'énoncé comporte deux inconnues, vizm d'étre
résolu au moyen d'une éguation 3 une seule inconnue. Maintenant
deésignons 1'une des inconnues par x, l'autre par y; soil a la somme
donnée , et ¢ I le Fapport des deux inconnues. Pour qm le probléme

fiit résolu, il thudmt qntlu‘d»quliouw—l-w-a. -—-=qou.t==qy

fussent satisfaites par le systeme des valeurs de x et dn Y.
Substituant & z, dans la pr ation, sa valeur gy, on forme
I'équation (¢+1)y = a, d'on
a gﬂ‘ T

iy % (Mt

(Jn a ainsi la MW équalions, qui dnnnn en
méme lemps la solution unique du probléeme. On en déduil cette
régle : Divises la somme donnée, a, par le rapport donné,
augmenté d'une unild; le quotient sera la valeur de Pun des deuw
nombres cherchés ; vous obtiendrez 'autre; soit en multipliant le
premier par le reppm-t donné, soit en retranchant le premwr de la
somme donnée. -

138. 2¢ Exempre. Trouver deux nombres dont on conmait la
différence et le quolient.

Soient &, y, deux nombres dont le plus grand dou contenir 19 fons
le plus petit, et dont la différence doit ¢tre égale & 180. Les équations
du probléme sont & —y=180, a=19y.

On en dédoit y=10, =190 ; et en effet, 190 — 10 =180 ;
119:=19 Les nombres 190 et 10 rhol\renl douc le probléme , et cette
solution est unigue. .

Pour résoudre le méme prohleme algébriquement, soient @ la
différence donnée, g le rapport denné ; x et y les nombres cherchés.
Nous poserons les deux équations 2 —y =a, &= qy, qui admettent

ag
g1

Ces formules donnent les valeurs positives de y el de @ qui résol-
vent le probléme , quel que soit le nombre a, tanl que le nombre g
est plus grand que 'unité.

@
Ia solution unique y = — = Cr
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Si I'on avait ¢ < 1, eljllremplh e g, les valeursde y et de &
se présenteraient sous la forme d'expressions négatives, savoir,
g-.—‘e( _‘_‘q) T=— ( ‘_‘)‘ @mweniﬁil _{a_.l‘lcore
aux équations; ear on aurait x —y—— == e g, =0
ot, dans l'exemple, y=—3a, 2=—2a, d'od 3

. _ . z_ =2 2
On aurait ainsi deur expressions négatives dont Ia différence alyé-
brigue serait égale d a , et dont le quotient serait égal @ q. ;

Mais I'on aurait tort d’en conclure que le probléme proposé n'ad-
met pas de solution en nombres positifs. Si en effet on suppose

a=100, qwglenaieu(swum. 3 =300 donnent

%—-%zg, et y—a=100.
Donc les nombres positifs 200 et 300 satisfont au probléme. Tl faut
remargquer. qﬁs‘ ‘dans les mémes hypothéses , les formules donnent

100 Xg
y‘*’ﬁ'—"='—'m' Tr= =——9]),eeu—i-dueqne ces
_g-‘ = s e b E e = U S

valeurs, abstraction faite du signe, satisfont & la question.

Dans ce cas, la forme négative des valeurs inconnues provient de
ce qu'en établissant les équations du probléme on est parti d'une sup-
position qu'on n'aurait pas di faire. Le rapport g étant plus petit que
I'unité, il s'ensuit que le nombre & = gy est moindre que y. Donc,
pour exprimer la différence numérique de x et de y, on n'aurail pas
da poser & — y, mais au contraire y —a.

La rectification que I'on doit [aire dans la supposition est indiquée
d'une maniére précise par les résullats algébriques oblenus. Car si
I'on désigne par &, ¥, les valeurs numériques absolues des expres-
sions négalives z, ¥, auxquelles on est parvenu, les équalions
x—y=a , w=qy deviendront (—&')—(—y) =a, (—&)=¢X(-V)
ou bien y — &' =a, & = qy’, el 'on obtiendra

a aq
g ey

v =

2%
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On reconnait ainsi que ies valeurs numériques absolues, y, @ de y
et de a satisfont au probléme, pourvu quon retranche o' de y'.

De ce qui précéde, on déduit une régle unique , pour les cas ot le
rapport donné est plus grand ou plus petit que I'unité. Divisex la
différence donnée par la différence qui existe entre Punilé et le
rapport donné; le_quolient sera la valeur de lun des nombres
cherchés. Vous obtiendrez I'autre en multipliant le premier par le

rapport donné.
Enfin, sllnnsnppuatf-tj.-lu formules y=q ‘,a:- aq

onax= y,tlnut dgmcjm
Z—y=a, par T

Les valeurs infinies des inconnues apprennent que si le rapport q
d'abord différent de l'unité, prenait successivement des valeurs de
plus en plus approchées de I'unité,, les inconnues & , y, deviendraient
de plus en plus grandes et pourraient devenir plus grandes que toute
thl.é assignable. Cela est d'ailleurs évident, puisque les fractions

g=q—.x=———f¢mhahmnunhminmhble a, etun

i h@ﬂﬁs&m ala mndiﬁ.m
am«,:—- [ e LSS VL)

q
dénominateur qui deviendrait de plm en plus petit et décroitrait in-
définiment, jusqu'a zéro.

139. 3° Exewpie. Trouver deuz nombres dont on commail la
somme et la différence, ou bien, partager un nombre donné en deux
parties qui aient entre elles une différence donnée.

Soit le nombre 100 a partager en deux pmiei qui aient une dl!!’d.L
rence de 14 unités.

Si nous désignons par y la plus petite partie, lap!mgﬁ!ﬂe sera
représentée par y 4 14. La somme des deux parties sera exprimée
par ¥+ ¥+ 14, ou 2y--14. L'équation du probléme est donec
2y 14 =100, ou y--T=>50. Done y= 43. La plas grande par-
tie sera A3+ 14=57.

Généralement , soient @ et b, la somme et la différence données ;
@ ety les nombres cherchés il faudra qu'on ait #4-y—a, r—y=".

" Eliminant par addition et par soustraction , V'on obtient

.z 2. o S, e
‘=T=“+2' GG e i

On en déduil celle régle : Pun des nombres cherchés est égal d la




]
-
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demi-somme: phu la demi=différence , et Uautre est égal @ la demu-
moins la érence.

,m‘;::)“nn vertu dt:ml%digélahhes pour résoudre lmhlemes pré-
cédents, Pon toujours considérer comme contus deux
nombres Mml:m trouver le rapport et la somme, ou le
rapport et la différence . ou la somme et la différence. Aiosi? Yo
pourra. geﬂ;m la résolution de certains problemes a denx i onnues,
en prenant pour inconnues auxiliaires la somme des no de-
mandés et leur différence ou leur rapport,

141. 4= Exgupie. Deux courriers suivent la mm roule dans le
méme sens, et doivent passer par Paris et Lyon. On sait que le pre-
mier eourrier, M, qui parcourt un myriamétre en une heure, doitarri-
ver  Lyon35 heures aprés Uarrivée d Paris du second courrier, N,
qui parcourt un myriamélre ot demi en une heure. La distance de
Paris d Lyon est de &5 myriamétres,

lis'agit de déterminer le point de renconire des deux courriers(*).

Le premier courrier, M, parcourt loute la route dt’; Paris a Lyon,
en 45 heures, Par conséquent, aw moment o1t le second courrier, N,
arrive @ Paris, le premier courrier, M, qui doit marcher encore
pendant 35 heures pour atteindre & Lyon, est déji parti de Paris de-
pmﬁq%miﬁhgm le courrier M se trouve donc en un point C
de la route , entre Paris et Lyon, a 35 myriamétres de Lyon et a 10
mynm&tres de Paris.

b .1;%;;;, e e S i A e i e
P C - L

Prenons pour inconnue le temps qui doit s'écouler depuis I'instant
oi les courriers N et M partent respectivement de Paris et du point C
jusqu’au moment de leur rencontre, c'est-a-dire le temps nécessaire
pour que le second courrier N atteigne le premier, aprés s'en élre
rapproché de 10 myriamétres , et désignons ce temps par 5 heures.

(") Onsupposeque chaque courrier parcourt constamment des nombres gaur de
myriaméires dans des lomps égauz , de sorte que les longueurs des roules parcou-
rues par un méme courrier sont proportionnelles aux temps employés a les par-
courir; ¢'est ce quion exprime en disant que o mowvement el UNIFORME. Le
nombre de myriamétres parcourus par un mobile en une beure, et généralement
e nombro d'unités linéaires parcourues dans lunité de temps, mesure la ViTEsse
Ju mobile. Lorsique le mouvement est unireme, 1a rifesse est constante, et reei-
proquement,

Dans lexemple, la mh«e du premier courrier est de 1 m

yriamétre al'heure,
celle du second est de tmyr.,5.

s .

TRt IRy e T
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Le second courrier se rappruche dua premier, apr&s ebaque heure
de marche, de1 mynnm Donc,, aprés z heures, il s'en sera rappro-

chée de; X zj et il faut qnmmt%x = 10. Par conséquent,

z= 20. Les courriers se rencontreront aprés 20 heures de marche,
depuis leur départ simultané de Paris et du point C. Au moment de
la rencontre , le premier courrier, qui a marché pendant 20 heures
a partir du point €, se trouve & 20 myriam. du poml.c il esta
10-20 ou 30 myr. de Paris, et & 35—20 ou 15 myriam. de Lyon.
Le second courrier, qui a marché pendant 20 heures, a partir de
Paris, a parcourn 20 X 1,5 ou 30 mynam il se trouve aussi &
30 myriam. de Paris. ae

Tiest done vérifié que les deuz courriers se rencontrerant entre
Paris et Lyon , @ 30 myriam. de Paris , ou 45 myriam. de Lyon.

142. Nous allons encore résoudre ee probléme d'une antre maniére.

Supposons , pour mettre le probléme en équations, que les deux
courriers doivent se rencontrer entre les deux villes, P, L, en un
point R, aprés étre partis au méme moment, I'un du point C. antre
du point P. La route PL conlient 15 ‘myriam. La route CL est de
35 myriam.

N M .

P C R L

Désignons par @ le nombre de myriam. de la route PR, de Paris an
point de rencontre , et par yle nombre de myriam. de la route RL,
du point de rencontre a Lyon.

La route CR=CL —RL, parcourue par le courrier ll sera de
35 — y myriamélres. :

Il faut d'abord qu'on ait Tz u=14 )

Maintenant , le nombre des heures qui doivent s'écouler depuis le
départ simullané des courriers N et M jusqu’a l'instant de la ren-
contre , peut étre exprimé de deux maniéres différentes, selon que
I'on considére ce temps comme employé par 'un ou par Pautre des
courriers.

Le courrier N, qui fait 1™37.5 par heure, fera 1®¥" en 115 heure;

il parcourra & myriam. eri ﬁ heures.

Le courrier M, qui fait 1 myr. par heure , fera 35 — y myriam. en
35 — y heures.

e e e e L e e e S
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Or, les deux routes PR , CR sont respectivement parcourues par les
commu M, mﬁame temps. 1l faudra donc qu'on ait

-.35——3;,;:5—-35 ¥ 1.5-;!,5& ou bien quﬁ&va—-:!f
onenlln __'1‘"_""' w43y =105 (2). "

Elunlmmm ou y, par réduction, enlre les éqnahona 1, (B}.
trouve

y=105—90=15, zulsxs—iosuao.

143. Résolvons le méme probléme d'une maniére générale, en
représentant par des lettres les quantilés données , ainsi que les in-

Deuz mobiles M, N | suivent la méme route dans le méme sens,
avec des vilesses constantes V, V', etdoivent passer par les points A,
B, dont la distance est de d myriamétres. On sait que le premier
mobile, M, doit arriver au point ll n hewres aprés Uarrivée du
mobile N au point A.

11 s'agit de déterminer le poml de rmautrs des deux mobiles.

‘ : i S T s 2 :
A G heas | B
Pour mettre le probléme en » supposons d'abord la vi-
tesse V' du mobile N plus grmaeqaela vitesse V5 admettons qu'an

moment ot le second mobite N arrive au pomt A, le premier mo-
bile M se trouve en un point C situé entre A et B; enfin, que les
deux mobiles doivent se rencontrer en un point R, entre A et B,

Le mobile M, qui parcourt V myriam. en 1 heure, fait 1 myr.
en-é,— heure, el il parcourt toule la route AB eu%- heures. Au mo-
ment ou il se trouve au point C,-il doit marcher encore pendant
n heures pour atteindre au point B; la distance CB est donc de
Vn myriam. La distance AC est de d— Va myriam. (*).

d—-vn

(*) Le mobile M a parcouru cette distance AC en heures. Si V'on repré-

sente par @ la distance connue AC, ou par & le nombre connu d'heures que le mo-
bile M emploie & ir celle dist , on reconnaft que le probléme propess

¥

revient & 'un des denx suivants -
1o Deux mobiles M of N suivend la méme rowie dans le méme sens, aver des vi-




358 - . MATHEMATIQUES -ﬂtémzmmas.

Désignons par @, y, les nombres de myriamétres contenus dans
les lignes AR, BR | et par z le nombre des heures qui s'¢coulent de-
puis le départ simultané des deux mobiles qui partent respectivement
du point € et du point A jusq'u au moment de la rencontre. Le pro-
bléme sera résolu lorsqu'on connaitra 'une des distances @, y.

Dans le temps z, le mobile N pu-court V'z myriam. On devra

duucavoir ;
x=Vz, et y-:d-—a:==d—\' %,

"La question est réduite & trouver z.
Or, les mobilesse rapprochent de \'-—-V mnum en 1 heure,
it , 1
R . : ds 1  myriam. on v.l:tl’l‘.lre,
e a=Vn,

et de d---Vn mymm en v heare.

b s Pyl
S:l’unveutrésondu le probléme comme au n° 142, on forme
den; équations entre les deux inconnues z et y. On a d'abord
z4y=d. (1)
Ensuite, le mobile N, qui fait V' myr. par heure, fera 1 myr. en
-;-I;-.henre , il parcourra o myriam. en -"“,3 heures.
Le mobile M doit parcourir CR ou CB— BR, ou Va — y myriam.

Or, il it V myriam. en 1 heare. il fait done 1 myr. eu%mm,n

parcourra ¥n ymymm enﬁ fhm Onadonc encore

r équntmn E_&h-—-v , ou V&=V'Va—V'y, ou hien
o PSS = M
%z'" FVy=vva @
Eliminant par réduction entre les équations (1) et (2), on obtient
facilement e
V'(d—Vn) V(Vn—d) A
ey e =, o (&)

tesses constantes, el partent au mémn instant de deuz points différents, A, C, dont
la distance a esi donnée. Troueer le point de rencontre des dewx mobiles,

20 Un mobile M est dijd partidu point A depuis b heures, lorsqu'un second mo-
bile N purt du point A, pour suivre la méme voule que le promier, dans le midme
sens. On connait les ritesses conglanfesV, V', dei dewx mobiles. Trouver le pointde
rencontre
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144, Drmmar. La valeur de x estvosimive dans deux cas différents , ;
savoir, lorsqu'on a a hh?("?' et Va<d, et lomon a, a la fois,

v>v'uvu> d. = |

Louqnon q:fvﬁ fois, V< V! et Va<d, on peut avoir én méme ‘

temps d < V'n, ou bien d=V'n’, ou enfin d> V'a,

Sil'ona (dﬂ'n.hm&yutmhvemmmpsqne
celle de z, l‘onaa:(d’ r<Va<d(), 2>d—Va.

h%hne est alors résolu conformément aux suppositions que nous
avons faites, Les Mggbdn se rencontrent en un point R situé entre
Aeth, Anmmtwkmoblhﬂnemuitupmnu\ le mobile M
se trouvait en un point C, entre A et B. Le point de rencontre R est
situé entre C et B.

Sil'on a Va<ld et =V'n, la valear ée:r,utmllh, Ona y=0, x=d.
Les deux mobiles se rencontrent au point B. Au mioment ou le mobile N
se trouvait au point A , le mobile M Ia!muwnt en un poml‘.C entre A
et B, i une distance AC= (V'—V)n, =

Si lon a Va<V'n<d, hvﬂm&ezeﬂpoatwe mais la valeur de
- !,
¥ est négntive ; may__‘r—f—i“-’ mémum: ob- J
servons d'abord qum.:)d,mlhnmhmvfn<ddme Vi Va, '

clnnc la.- reste V’d—-’v\"s est plus grand que le reste V'd— Vd; don
V'H—Vn})d(?‘ v) et v:(,-f—'lb d. Cette valear > d. indique

‘que le pcnnt de rencontre ne se tronve gln e.nue A etB ll pmtdoncle

fuuw SEovient : T ;
partis d'une fausse hypothése , lonque nous avons suppué Ie pomt nla 3
rencontre entre A et B, !
N M ; Admettons maintenant que le pomt R t IIII' le ]
‘{—H_'_.; prolongement de AB; et pamqnui i," :

Vn<d, ou CB<AB, supposons im!ore que 19 mobl]a
M se soit trouvé au point C, entre A et B, an moment oi le mobile N
parvenait au point A.

Désignonspar . y les distances AR, BR; dela ca-=cn+na._v.+y,
AR —BR = AB. Nous aurons les deu: équations

s Sl il . g

\ _ " i

") L'hypothése V'n >d donne VV'a>Vd; done Vd=VVa<Vd=Vd, ou ;
Vi(d—Vn) <dV—V), et ﬁﬁ(u 4 N ?
& i ]

L'hypothise, Vmd donne Va—d<Vn—~Va; done %{n ot ._

'i'(\"a—d]

< Va: par conséquent y< Vad,

‘" .
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; 3= :
im—y=d @ = ““‘-"qnu Vy=ViVe @),

- Vi(d—Vn) V(d—V'n)
d'ou Ton déduit x = o RS 1

Les deux mobiles se rencontrent sur le prolongement de AB, en un
pmtl.dontmumd'ohmhm:apmmAnaupwl
B, aprés avoir rectifié Ihypothése que nous avions faite d'abord. Ainsi,
il est établi que la valeur négative de y provenait de la maniére dont le
probléme avait élémssenequnms, etmﬂel"mpmbali&éhmudu
la

1l fantm (3), (4) youvmmt se déduire des
équations met(l)eay ypar—y, mhm“iﬁu
de y , tivée des équations (3), (5), est égale a la valeur numérique de

. 3 - 5 V(d-—v_.n} -
Vexpression négative y = — =—m—o—déd

Cela devmtéke Car si l'on deugnsptp la n!w V=V
-'.—u-—.!v::-'\n\.- 1 -
pu{h{-.tﬁ_ﬁ!méﬂqnp absolue _ﬁ_—?‘_ E‘Vl) le systéme x=p,
r=—gq donne la solution des équations (1) et (2); de sorte qu'on a les
L . :
P+(_.g)=.d' Vp+V'%(—9)=V'Va, ou bien p—g=d, Vp—V'g=V'Vau.
Donc si, dans les équations (1), (2), on change y en —y, de sorte
qu'elles deviennent
x—y=d (3), Vx—=Viy=V'Va (),

le systéme x=py y=q donne la solution de ces derniéres équations.

Par conséquent les formules (A), qui correspondaient i un cas différent

du probléme , résoudront emmm  pourvis que
{’on convienne, Ionm la divtance BR :e présente sous la forme d'une ex-
Ppression ldglm‘n. de porter la valeur absolue q, ‘de cette distance , a
partir du point B, dans un sens contraire & celui gu'elle aurait di pmdu
3i olle avait éte positive.

29 Lorsqu'on a, a la fois, V> V! et V> d, on peut avoir en méme
temps d> V'n, ou bien d=V'a, on enfin d<V'n.

i fon @ Va>d>V'n, 1a valeur de y est positive en méme temps que
celle de x. Ces valenrs sont

V/(Viu —d) Y (d—. V’n)
T e—— » Y o
Vv 255, g

La distance BCG=Vu étant plus grande que BA=d, le mobile M, qui
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M N - s¢ meut avec une plus grande viteésse que le mobile N,

C Af Rl. Bi est en e du point A, sur le prolongement de BA,
Wtouhmﬂkﬂluemtm point A. La dis-

tance AC, précédemment exprimée par d—Vn, ou —(Vn —h,_ e pré-
sente sons la m«rune expression négative, et la valeur a de

cette dmmutvémblu:m Vn—d; damrtcmh,m négative’

avertit sealement que la distance Va — d doit étre actuellement portée,
i partir du point A, dans un sens contraire a celui qldleprenm lors-
qu'elle était positive.
On ax<d, y<d ("). Les denx mobiles se renodal.rentenm Iupomu
A, B.
Silona Va )det d-::V’n on conclut x=d, ;-...o Les mobiles se
rencontrent an point B.
8i l'on a Va>V'a> d, la valeur de x est positive; mais la valeur de
V(Va—=d)
¥ estnégative. Ona y= — Vv
On s'assurera, comme nous l'avons fait précédem-
F._
€CaA B ment, qu'en portant la dimnalg—-?—,-‘—'-) ‘& partir
du point B sur le prolongement de AB, cest-a-dire dans un sens con-
tmun ee!mqluumvenntc la ralm positive de BR, on obtient un
int Re con d obile: ;’ﬁ'mqnu la_forme néga-
tive sous laquelle " pmente la vnleur de y indique encore ici une
modification que doit ulm- lhypotl:ase dapm lquglle le probléme avait
été mis en éqnations. —
145. La valenr de x est aim'mh’ Wud&ums M
quion a, & la fois, V<V, Va>d, et lorsqu'on a,a la fois, VSV, Va<d.
1* Lorsqu'on a,  la fois, VV', Va>d, il en résulte que le point C,
ot sé tronve le mobile M, quand ‘le mobile N atteint
H‘_ﬂ le point A, est en arriére da point A, mhpml&ﬁfe-
ment de BA.
L'hypothése V> V donnant V'n>> Va> d, on doit avoir & fortiori,
dV'n. La valeur de y est positive, etl'ona y>Va>d, ou BB>BC>BA
Les denx mobiles se sont rencontrés en arriére du poiut C sur le pro-
longement de BAC. La forme négative sous laquelle se préseute la valeur
de =, indique une rectification a faire dans I'hypotheése par laguelle on
avait admis que e point R se trouvait entre A et B,

* L'hypothése Vin<ld donne VV'n<Vd, d'ot VV'a—-V'd<Vd—\'d, ou bien

VI(Va—d) <d(V=V"). m'—‘r(l?—;‘#(t
L'hypothése Va>d donne VV'a>Vid, don Vd—=VVa<Vd=—V'd, ou bien

Vid='
V(d=Vm <d(¥=V"). Dome “g— <y,
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S N (WRd) V'(Vu—d)
Onax=— —.‘T,:‘—r-—-_.ethnlmo.huol_u V—V -, portée a
# partir du point A sur le prolongement de BA, donne le point R qui ré-
sout le probléme.

Les équations directes du probléme sont y—x =d, Vy—Vx=V'Va.
20 Lorquon 4 & la fois V> V' et Va<d, il en résulte d>Va>Via.
Ona done BC > BA. Le point C est entre A et B,

V(d—V' S =
N M - La valeur y= _('?-e-_‘"n) est positive, et l'on a y>d.

' —
La valear x= — E—-:f—v‘,'.—ﬂ est négative. Les deux

moblles se sout rencontrés en arriére du NMMM AR,
Hd —
dont la valeur absolue est v—“f v‘;"‘)
Lnforme négative de la qu'on doit rectifier

la su e point R sur le prolongement de BA.
Les tions directes du probléme sont y—x=d, V'y—Va=V!Va.
146. Sil'on suppose les vitesses égales, V=V, d'ou Vi =V'n, ct que

IM\W. soient différents de la quantité connue d
les formaules (A) tx=® , ye=n.

Or, par Ihypothése V==V'; les équations(1) et(2) deviennent x4y=d,
Va4 Vy=VVa, ou x4y=Va. On a donc deux équations dont les pre-
miers membres sont identiques, tandis que les seconds membres sont
inégaux. Par conséquent, les équations sont incompatibles, et il est im-
possible d'y satisfaire par aucune valeur finie des inconnues x, y.

Dans les mémes circonstances, le probléme est lni-méme impossible.
Car les quantités Vu et 4, ou les distances BC, BA étant différentes, les
denx mobiles sont partis de deux points. différents A et C au méme in-
stant. Or ils se meuvent avec des vitesses égales; ils sont donc constam-
ment séparés par un intervalle égal a AC: leur point de rencontre n'existe
pas. La forme infinie que prenment les inconnues « , y, lorsque V=V,
avertit de plus que si les yitesses, au lien d'étre égales, étaient supposées
de moins en moins différentes, les distances x, y, deviendraient de plus
en plus grandes; le point de rencontre R s'éloignerait de plus en plus des
points A, B; la différence V'—V des deux vitesses pourrait étre mpposée
assez petite pour que les distances , dlmmtplus grandes qu'une
quantité donnée, quelque grande que fit cette quantité.

147, Enfin, si l'on suppose 2 la fois V=V' don Va= V', e

i 5 0
Vi =V'u=d, les formules (A) dpmnt xz'ﬂ. =g Et en effet, les

equations (1) et (2) deviennent ldsnhques par cette donhle hypothese ;
elles sont indéterminées,
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Le probléme est lui-méme indétermine , c'est-a-dire que chaque point
de Ja route est un point de rencontre des deux mobiles. Car les quantités
Vuet d, ou les distances BC, BA étant égales, les demx mobiles sont
partis an_méme instant du méme pnin:.& nmda vtmﬂﬂlﬂ de
sorte qu ils ne ﬁﬁi}maruw

148, &Jmu Dm mobiles M, N, mwml la mm
en seng conlraires , venant d la memu'ra Pun de Tautre , avee des
vilesses constantes V, V'; ils doivent passer par les points A.B,
dont la distance est de d myriamélres. On sait que le premier mo-
bile M, doit arriver au point B, n heures aprés Uarrivée du mo-
bile N au point A. Il s'agit de délerminer le paktda rencontre des
denx mobiles.

A R B c

Aun moment ot le mobileNamveau point A, le mobile M qui
s'avance dans le sens CBA, doit marcher encore pendant n heures
pour atteindre au point B; il se mdm en un point € dont la
dm“wlmdoh 5. La distance AC est de
d - Vi myriamétres. La rencontre des denx mobiles se fera entre
les points AetC, dam]sgarmm nmn]lanément

Pour ]

s que la renconlire
doive avoir lieu en un point R situé entre A et B. Désignons par
2, ¥, les nombresde myriamétres contenus dans les les lignes AR, BR.
La distance CR est exprimée par Yn+y. On a d'abord

Vo =ad: i .-(IU

Le temps que les deux mobiles emploient respectivement a par-
2 S Z x Vo4

mﬁrhdmﬂ.cn,eﬂexprméw-wapur—-#@u

donc l'équaﬂnn %—-: e ;,H’ ou bien V'y — Vo =—VVn, 2
n mporu de remarguer que celle seconde équation est precise-
ment celle qu'on obtiendrait si I'on changeait 4V en —V dans I'é~

quation (2) du probléme précédent (n° 143).
Résolvant les équations (1) et (2] que nous venons de former, on

obtient

_ ViddVn) . Vld—Ve) :
VY L N B,
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Or, ces formules (B) sont précisément celles qu'on obtiendrait si
I'on changeait -V en —V dans les formules (A) du probléme précé-
dent. On aurait done pu se dispenser de mettre le nouveau probléme
en équations et de le résoudre directement; la solution se serart
déduite , comme cas particulier, des formules (A), si Pon était
conveny de considérer comme NEGATIVE la vilesse V du mobile M,
dans le cas ot ce mobile marcherait en un sens CA contraire a
celui quw'il swivait lorsque la vitesse était positive.

On voit d'ailleurs, par les formules (B), que sil'on ad <<V'n, la
rencontre a lieu entre A et B, conformément a la ﬂlppoullmn que si
I'on a d= V'n, la rencontre a lieu lupouu B enfin, que si 'on
d<V'n, larenconte a lieu entre les points B et C.

149. 6° Exemere. Un entrepreneur voulant payer ses ourvriers
trouve que, s'il donnait m francs d chaque homme , il lui manque-
raita franes pouwr effectuer le payement, el que, il donne n franes
a chaque homme, il lui restera b francs. On demande combien il

ad'wmt,

emploie d ouvriers et _i--;.- bier il

i “de ers. La dépense, a raison de m francs
puehahme serait de m francs. L'entrepreneur a donc m@—a [rancs.
D'un autre edté, s'il donne n francs & chaque homme , la dépense est

de na franes ; I'entrepreneur a done na -4 b franes. Parcoméqmnl
la valeur de x doil satisfaire a1 équaﬁlm

me—a=nr-b, dou ittt

m—n

Maintenant, si I'on suppose m>un, la valeur r=— '(;“-‘-'_j_;'%‘
est négative, et par suile l'expréssion mz — a est négalive. Le pro-
bléme proposé est impossible.

Mais si, dans I'équation m& — @ = na - b, I'on change @ en — 2,
on forme une équation max - @ = ne — b dont la racine z=-“—'_!'?l:
est égale a la valeur numérique absolue de I'expression négative.

L'équation mz -+ a = nw — b differe de la précédente seulement
en ce que les quantités connues @, b . qui d'abord étaient 'une sous-
Lractive et I'autre addilive, sont devenues, au contraire , I'une addi-
tive et l'antre soustractive. On voit donc comment il faut modifier
les conditions de 'énoneé pour que le probléme devienne possible :
8i Uentrepreneur donne m franes d chaque homme, il lui reste
a francs, et s'il donnait n francs d chaque homme , il lui manque-
rait b francs. De plus, aprés ces modifications, la valeur numérique
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de « qui résoul la question , est précisément celle & laquelle conduit
la premiére formule , abstraction faite du signe,

150. Les discussions qui précédent font voir que les formules par
lesquelles sont Ws en fonction des quantités conmuies, les
valeurs des inconnues qui satisfont auz , Wont pas sewle-
ment la propriété de donner la solution du probléme dans le cas
particulier pour lequel elles ont été obtenues : ces formules condui-
sent , de plus, aux véritables valeurs des inconnues dans les autres
cas pu'hcnhers qui différent du premier en ce que certaines quantités
qui élaient d'abord additives deviennent soustractives, ou récipro-
quement ; de sorte que, par Uinterprétation des valeurs négalives ,
soit des inconnues, soit de certaines quantités données, on a l'a-
vantage de powvoir résoudre au moyen d'un seul systéme de for-
mules les différents cas particuliers d'un probléme (n° 60).

Les conditions qui rendent négative la valenr d'une inconnue, font
connaitre les modificalions qu‘on doit introduire dans les hypothéses,
ou dans I'énoncé méme de la question pour que la résolution directe
du probléme conduise a des valeurs posilives des inconnues.

Enfin, on peut reconnaitre par les formules obtenues , quelles sont
les conditions qm rendeat le prohlh:ns impuaaihlc ou indéterminé (*).

Problémes du premier deg-ré & ré.mudre.(”).

-

151, L. M‘Mﬁ- avec 15 pidces, !umﬁil,ﬁ% les_autres
de B francs.

11. Un kilogramme d’ean de mer contenant 50 grammes de sel, combien
faut-il y ajouter d'enu douce, pour qu'un kilogramme du mélange qu'on
Sformera ainsi ne contienne plus que 20 grammes de sel 7 Rép. 1%e-2,

-

(*) 1l faut observer que les valeurs infinies des inconnues, qui indiquent 'impos-
sibilité de la résolution numérique des éqa.ltions. windiquent pas loujours 1'im-
possibililé de salisfaire au probléme; on péut, au contraire, quelguelois en con-
clure la vérilable solution de la question. 8i, par ‘®xemple, on se propose de
e s . .p Géterminer la position d’une droite AD A I'égard de la droite

\\ donnee BC, la.droite AD étant assujéltie, entre autres condi-

D tions, & passer par le point donné A, on pourra prendre pour
o in Jndlsuau BX du point de rencontredes deux droites
X Caun point i sur BC.
Si I'on trouve que la distance BX est infinie , an en conelut, non pas que la droite
AD n'existe point, mais qu'elle est paralléle i BC.

(") Nous engageons les éléves & généraliser ces problémes, en- représentant par

des letires les quantités données.
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IIL. Dewx personnes sont dgies, l'une de 10 ans, l'autre de 30, Dan;
combien d'années {'dge de la premiére sera~t-il égal aux trois-quarts de
Udge de Vautre?

1V. Un ouvrier gagne Sfr. 50 c. par jour de travail , mais on Lui retient
1 fr. 50 c. pour chaque jour d'oisiveté. Au bout de 01 jours, on rigle son
compte , etil lui revient 168 fr 50 c. Pendant combien de jours a--il tra-
vaille? R. 52.

V. Deux. JSoutaines versant uniformément leur eax dans le méme bassin
on' demande en combien de temps, 1i clles coulent ensemble , elles nmph
ront le bassin supposé vide, sachant que la premiére, coulant seule, rempli-
rait e bassin en T heures, ;t-.iic-k mnda mnfu! .mrlc nmpuml h
b-min en 9 heures. R Mﬂ"

VL. Prouver un nombre composé de trois cﬁgm«u dont chacun surpasse
le prfcaduﬂdc la Im!ul g '. ach que si i'on augmente ce
nombre de 390 unités, on obtient ce --.ian'ena,-“}‘r que s on
divise le nombrc cherché par la somme da ndm absolues de ses chiffres,
le quotient est 20. R. i08.

VI1I. Un renard pumuvi pm- un !imu s w sauts davance. Il en fait
9 pendant que le lévrien n'en fail ‘mais $ sauts dukhwium valent
7 du renard. ( aam ic Uivrier douql ﬁm-e e sauts powr-atteindre le
remard? T s Y

VIIL. Zrois personnes placent teur argwu‘ & des taux différents: la
premiére, qui posséde 5000 fr. de plus que la seconde, fait valoir son capital
@ % pour 100 de moins que la seconde; la troisiéme personne, qui a un ca-
pital plus petit de 10000 fr. que la seconde, fait valoir son bien a 2 | pour
100 de plus que la premicre.

La troisiéme personne a un revenu annuel plus grand de 300 fr. gu le
reveny de la seconde, cllapmub'e a un revenis plus faible de 50 fr. que
{a seconde.

On demande & quels taux les trois personnes placent leur argent, et quels
capitaux etles po ¢ R. la 17¢ 50000 fr. a 35 p. 100; la 2¢ 45000 fr.

© &4 p. 100; 1d 3535000 & 6 p. 100,

H.Trnmrhhuenlakammrdunncml ﬂgmhhﬂtﬂrm.
{es deui tiers de la base, et quidndn ctangle reste la méme lorsqu’on
augmente la hauteur de & démud:mmhhud'udw
métre.  R.3met 3m.

X. On demande la valeur dun biﬂl que 3 héritiers doivent se partager
de la maniére suivante : le premier regoit 2000 fr. plus le quart de ce qui
reste ; le second recoit 4000 fr. plus le quart de ce qui reste aprés qu'on
@ soustrait la premiére part , ¢t $000 Sr.; enfin, le troisiéme recoit 6000 fr.,
plus le'quart de ce qui reste aprés qu'on a soustrait les deux premiéres parts
plus 6000 fr., et U'liéritage est alors complétement partagé.  R. 18000 {r.

XI1. Quatre joueurs font & parties, nvec la condition que celui qui perdra




ALGEBRE. EQUATIONS. PREMIER DEGRE. INEGALITES. J67

doublera Uargent possédé par chacun des trois autres , au moment ow se
décidera chague partie Ils }mﬂut successivement chacun une partie. Ces
Joueurs se nﬂ’mu enfin, q:plt chacun 480 fr » on demande combien il
avaient chacun en entrant al Jeu,

XI1L. Fm une dghiation y = bx+¢; qu admette les deux solutions
y=1,x=2 et L_a: , x=285. Il s'agit de _dﬂwm_cmwam:u
les mﬂfcwuu bz B ;-

-—

C100—1° . . 851 —23<100% i
a— f— —_—— = 5. e
K= 35—3 -3, /-2 L
ngmmm Myzﬂx—s : »

XIIL. On a fait'3 alliages dargent et de cuivre qui reviennent lmu les
trois au méme priz. :

Le premier alliage était formé de 30 gra dargent et 50 g de
cuivre ; le second était formé de 3> grammes d’argent et 130 ‘rmu de
cuivre; le troisicme pése 125 grammes.

" On demande combien il ¥ @ de grammes d'argent dans lc troisitme al-
liage. R 21.

Des indgalités. -

152. Dans la discussion des pmblémes on est conduit a effectuer
des calculs sur des quantités mé;alg,. en déduire de nouvelles
inégalités qui expnmt, rel; nta la ré&olulm de la question
des circons orte de connaitre : la discussion du qua-
triéme probléme (no* 154, 145) en offre des exemples.

i des inégalités sont

Les principes_qui réglent le -
évidents d'eux-mémes, loﬂque lwm quuanum que Ton eonsidére
sont positives. Ainsi, il est clair qu'on peut, sans troubler une iné-
qgalité, ¢’est-d-dire sans que I‘nnégnltté cesse d m@ L ;

bres d la fois, el mmt'phcr ow diviser les dewx membres par un
méume NomskE. Par exemple, l'inégalil.é 3<5 donne 3 +4< 544,

8—2<5—2. IX6<THXH, '-<7

Si 'on ajoute membre @ membre, plusieurs inégalités qui ont
liew dans le méme sens , les deur sommes forment une nouvelle
inégalité dans le méme sens que les proposées. Soient 53 , 10°>7,
15>-10; on en conclut 54-10-4-15>>3-4T7-410. *

Si 'on mulliplie membre @ membre, plusieurs inégalités qui ont
liew dans le méme sens, les deux produits forment une inégalité
dans le méme sens que les proposées. Soient 523, 10757, 15510
on en conclul 53103153 710,
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Par suite, une indgalité n'est pas troublée lorsqu'on éléve les
deux membres d une méme puissance, ou lorsqu'on en extrail la
racine d'un méme degré. Soit 10°>7, on en conclut 10°>>7%. Réci-

] E ]
proquement, si 'on a 100™>49, on en conclut }/100>1/49.

Il s’agit maintenant de distinguer, parmi ces principes, ceux qui
subsistent encore, lorsque dans les calculs on admet des expressions
négatives el des résultats négatifs.

153. Rappelons d'abord les conventions qui ont été faites (n° 68 ),
relativement a l'ordre de grandeur des quantités positives el des ex-
pressions négatives. Il en résulte que les deua inégalités a™>b et
a—b>0 sont équivalentes, c'est-i-dire que chacune d'elles est
toujours une censéqaenoe de lautre: cela est e\fu:lanl. lorsque @ et b
sont positify. == = R -

Si a étant posilif, b est négatif, on en conclul a>b (oo 68);
dailleurs la quantité — & est alors positive : on a done aussi a—b>>0.
Enfin lorsque a est négalif, aucune des deux inégalités a>b,
a—b>>0 ne peut exister, & moins que b ne soit négalil en méme
temps que a. Soient a=—a', b=—V, d'oll @ —b="b'—a’. Sil'on
suppose ¢ b, il en résulte a'<Z ¥4’ (n° 68) on a donc & Ia fois a>>b
et a—b on b—a>0. Si I'on suppose a—b>0, il en résulle a'<70';
on a done & la fois a—0>0 el a™>>b.

1l suit de 1a qu'une indgalité n'est pas troublée lorsqu'on ajoute
auzx deux membres ou lorsqu’on en retranche une méme quantilé
positive ou négative. Car a™> b donne a—b>0 et a—b4-rc—c>0;
on a done (a-) = (b4-c) >0 et (a—c)—(b—e)>0; par conséquent
on aaussiatec>btceta—e>>b—e.

Appliquant ce principe, on peu! TRANSPOSER un ferme d'un
membre dans Uaulre pourvu qu'on change le signe de ce terme ;
et lorsque linégalité renferme une incomnue, on peut rassembler
dans un membre tous les tormes connus , el dans Uaulre membre
tous les ftermes affectés de DPinconnue. Ainsi de I'inégalité
2-4-3>6—2x, on déduil 32> 9.

Enfin si l'on change les signes de tous les termes d'une inéga-
lité, en laissant chague terme dans le membre o il était d'abord,
il fauf renverser le sens de lindgalité. Par exemple, on peul rem-
placer linégalité 2 — 3 > 6 —2x par linégalité 3— x <22 —6.

Car l'inégalilé #—3>6—2r donne, par la transposition des ter-
mes, 2z —6>>3—ux, ou, ce qui revient au méme, 3—a <22 —6.

15%. Tlest facile de s'assurer qu'une inégalité w'est pas troublée,
lorsqu’on multiplie ou lorsqu'on divise les deux membres par une
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quantilé pOSITIVE ; mais au contraire , lorsqu'on multiplie ou lors-
qu'on divise les dewa membres d'une inégalite par une expression
NEGATIVE, il faul’ renverser 12 sens de l'inégalité. En effet, si I'on
multiplie ou si 'on divise les denx membres par —1, cela revient
évidemment a qlanger les signes de tous les. termes de lm&@né en
laissant chaque terme dans le membre oii il &ait d'abord: il faut
donc renverser le sens de I'inégalité; et I'on devrlt-gpphqner la
méme régle s'il s'agit de mulliplier ou de diviser les deux membres
par expression. négative —n, ou —1Xxn.

De 1a on déduit 16 moyen de chasser les dénominato'uﬂ des termes

d’une inégalité. Ainsi, a !’inégalité >1 3 on peat snh-

stitaer linégalité & —3>6—2, :

155. 11 est toujours permis d'ajouter membre d mmlm!, plu-
sieurs inégalités qui ont liew dans le méme sens: on en conclut ,
enire les dewr sommes algébriques, une inegalité dans le méme
sens que les proposées.

Soient par exemplc. les: megahtés a>by e>>di e[ ete; et
a--¢fed-...=8, bfd- [4-...=5". On en conclura 5>>'. Car, en
vertn des inégalilés proposées, les differences a—b, e—d. e—[, ele.,
sont positives (n° 153), doné Ja quantité a—b-\-c—d - e—f--clc.,
on a4 - e+f-...c— b—d—f—. ., est positive. On a par conséquent
§—48 >0, dous>s.

156. 71 west pas | ‘o 'Hemmtroamaqbre
plusieurs méga!ttu qui ont liew dans le méme sens, de conclure
généralement que les produils soienl indgaux dans [e méme sens
que les facteurs.

On a, par exemple, les deux inégalités 3>2 et —2>—3; e
produit des premiers membres est — 6 ; il est dgal au produit des
seconds membres. :

On a encore —1>—2 et —2>—3. Le produit des premiers
membres est ¢gal a 2, le produit des seconds membres est égal & 6 ;
le premier produit est moindre que le second.

Par suile, si Uon éléve d une méme puissance les deuxr membres
d'une inégalité , ou si U'on en extrait la racine d'un méme degré |
il n'est pas permis d'affirmer généralement que Uinégalité ne soit
pas troublée.

On a par exemple 43 >>— 3, el au contraire (-}-3)*=(—3)*=9.

On a encore —7_>—10, et au conlraire (—7)*<(—10)*ou 49100,

157. Résoudre une inégalilé d une senle inconnue, ¢'est déler-

a4
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miner une limite supérieure ou une limite inférieure des valeurs que
P'inconnue peut recevoir en satisfaisant i I'inégalité proposée.

Par exemple, I'inégalité #—3>6—2x... (1), sera satisfaite par
les valeurs de x qui satisferont 4 I'inégalité Bx>9,0ua linégalité
>3, et réciproquement. Dans cet exemple, le nombre 3 est une
limite inférieure des valeurs de &; ¢'est-i-dire qu'on sait qu'il fau-
dra n'attribuer & 2 que des valeurs supérieures au nombre 3, et I'on
dit par celte raison, que Pinégalité (1) est résolue.

Supposonsencorequ’on ait i résoudre 'inégalité —9>‘; ’: @).
Si 'on multiplic les deux membres par —18, on obtient 27—22<C
32—3z. Ajoutant aux deux membres la quantité 32—27, on a &<C5.
Le nombre 5 est une limite supéricure des valeurs de a, c'est-i-
dire qu'on devra n'altribuer @ 2 que des valeurs inféricures au
nombre 5.

Pour résoudre une inégalité ¢ une inconnue, lorsque celte in-
connue est ¢levée & la premiére puissance seulement, on suit la
mé¢me méthode que pour résoudre une équation du premier degreé
(n* 93), en se fondant sur les principes généraux que nous avens
indiqués (nos 153, 154).

Si l'inconnue doil satisfaire a la fois d p;cuinm inégalités, il
peut arriver quon obtienne une limite inférieure et une limite su-
périeure, entre lesquelles la valeur de I'inconnue devra élre comprise.
Si, par exemple, la valeur de 2 doit satisfaire a la fois aux inégalités
(1) et (2) précédemment résolues, les valeurs qu'on peut attribuer
a @ seront comprises entre 3 et 5.
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CHAPITRE QUATRIEME.

RACINE CARREE DES QUANTITES LITTERALES.
EQUATIONS DU SECOND DEGRE.

Exlraction de la racine carrée.

158. En algébre, comme en arithmétique, lorsqu'il s'agit d'extraire
ia racine d'un certain degré d’'une quantité, 1'on indique I'opération
au moyen du signe radical V— el pour la racine carrée en parti-
culier, on se dispense décnrc Vindice.

Lorsqu'un terme : na renferme pas de signe radical, on
dit que ce terme est mﬁ est un ly-
nome dont tous les termes sont rat:onneis ol

L’EXTRACTION DE LA RACINE CARREE des guantilés littérales a pour
principal objet , élant domné un mondme ow un polpm ration-
nel, de trouver lorsque cela est possible , un mondme ow un poly-
ndme rationnel dont le carré soil égal d la quantité proposée. La
méthode qu'il faut suivre dans celle opération se fonde sur la loi de
formation du carré d'un monome ou d'un polynéme. Sy

159. Remarquons d'abord que deux gquantités numériquement
£gales , mais affectées de signes conlraires , reproduisent le méme
carré, qui est toujours vositw ; el elles sont les seules qui puissent
donner ee carré. Ainsi la quantité a étant positive, on a a Ja fois
(Ha)'=+a* et (—a)*=-t-a*; il est clair d'ailleurs qu'aucune quan-
tilé numérique différente de @ ne pourrait donner un carré égala la
valeur de a* : par conséquent, il n'existe pas de quantite, positive ou
uégalive , autre que --a ou — a, dont le carré soit égal a a®

11 suit de la que réciproquement, foule gquantilé positive admet
deux racines carrées , numériquement égales, mais de signes con-
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traires, et wen admet pas plus de deux. Ainsi, les racines carrées
de 25 sont 5 et —5; et 'on éerit pour abréger V25 =5, Les
racines earrées du nombre 2 sont indiquées par 4 /2 et —V2,
ou =2

On conclat encore de la remarque précédente qu'il n'existe auoun
nombre posilif ni aucune expressicn négative dont le carré puisse
éire égal d une expression négative ;de sorte que la racine carrée
d'une expression négative n'est calculable ni exactement, ni par
approximation. On dit, par cetle raison, que la racine carrée d'une
expression négalive est une expression 1MAGINAIRE. Seil, par exem-
ple, lﬂxpressmn né live — 4. La valeur numérique 2 pourrait
seule donner un : numériquement égal a &; mais (—2)* donne
-+ %, ainsi que [-[—QJ’ Aucune quantité, seil positive, soit né-
gative, ne pouvant reproduire un earré égal i — &, I'expression
=% est dite imaginaire. : -

Par opposition, I'on appelle quanfités niwLis » les quantités posi-
lives et les expressions négatives, dont la valenr numérique peut
d'lilleurs étre cummmmhls onjncommensurable Par exemple,

. =V
A + 3 -—\/ 3+ sont des qumntés réelles; mais = 3

= V’-—— a®, sont des expressions imaginaires. :

La valeur réelle et positive d'une racine carrée s'appelle valeur
numérique absolue, ou valeur arithmétique, ou détermination
arithmétigue de la racine. La valeur réelle et négative de la racine,
et les valeurs imaginaires s'appellent des déterminations algébriques.

© 160. Moxdmgs. Le carré d'un mondmepositif ou négatif se forme
en elevant le_coefficient numérique aw carré, et en doublant l'ea-
posant dont chague lettre est aﬂ’ectéc Ge carré est danlleurs une
quantité positive.

Ainsi l'on a, en vertu des régles de la mnluplmuon.

(=8a%)* = - 83¢ 843 X Y1 =8 %2 xT—Ghath?,

2 ab) +4 a'l®
"3 mad 9 mn

Et par suite, réciproquement, lorsque le coefficient numérique d'un
mondme positif , entier ou fractionnaire, est le carré d'un autre
nombre , el que chacune des letires est affectée d’'un exposant pair,
on obtient la racine carrée de ce mondme en donnant d chaque
letfre wn exposant égal d la mowtié de U'exposant doni elle dtait
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affectée, et en multipliant le résullal par la racine carrée du coef-
ficient numérigue. La racine ainsi obtenue doit d'ailleurs étre affectée
du doeuble signe ==

En effet, d’aprés la loi de formation du carré d'un méme cha-
cun des deux mondmes de signes contraires qu’on obtient en se con-
formant @ celle régle, donnera un carré égal au\--nm_néma positif
proposé.

161. Lorsque le coefficient numérique d'un mondme n est pas le
carré d'un aulre nombre , ou que Vexposant d'une des lettres est
impair, la racine carrée du monéme proposé , ne peut pas élre ex-
primée par un monome rationnel; on indique alors, au moyen du
signe radical, la racine carrée i extraire. 1l résulte de 14 des ex-
pressions gu'on appelle des gquantités irrationnelles ou des napicavy

duw second. degré. Telles sont les quantités == 1/50, =+ \/ g-a*b.

Nous reviendrons sur les simplifications que ces expressions peu-
vent admeltre (n°® 172).

162. Povynomes. Le carré d'un polyndme se forme en ajoulant
aw carré du premier terme, le double produit du premier lerme
par le second, plus le carré du second , plus denx fois le produit
de chacun des dewx premiers termes par le troisiéme , plus le carré
du troisiéme, et ainsi de swite (7).

La loi est déja vérifice pour un binome; on a (a-}-0)'=a*+-2ab-4-b2.

On peut étendre la méme loi au trindme a--b-¢, en considérant
d’abord la quantité (@ -} &), comme formant un seal terme. On aura

(0 04-cf =@+ 0P 42(at-Veter.

Je dis mainlenant que si la loi est admise pour un polynome
P = a-t+b4¢ -+ .-k, composé d'un certain nombre de termes, elle
sera encore vraie pour le polynéme P--{ qui conlient un terme de
plus, En effet, ona

(P =P'- 2Pl P =P"-20a- b - oK) 112

Or, par hypothése, la quantité P2 est formée avee les termes a, b,

¢,... k, da polynome P-}-1, conformément  la loi énoncée, et il

faut ajouler & P*?, deux fois le produit du dernier terme | par chacun
de ceux qui le précedent, plus le carré de ce dernier lerme. La loi

(") 1 résulte do cete loi de formation quele carré d'un polyndme se compose de ls
somme des carrés de tous les fermes, el de la somme des doubles produits de ces
termes multiplids deux d deux,
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est done élablie pour le carré de P41, si elle est vraie pour le earré
de P; orelle est vérifiée pour le bindme ; denc clle subsiste pour le
trindme, puis pour le polyndme de quatre termes, et ainsi de suite.
Celle !ol est donc générale.

163. Pour extraire la racine carrée d'um polyndmc ordonnez—
le par rapport aux pumanm déeroissantes ow aux pwissances
croissantes d'une leltre, exirayez la racine carrée du premier
terme: le résullat sera le premier lerme de la racine cherchée.
Retranchant du polyndme proposé , le carré du premfer lerme de
la racine, vous obtiendres un reste: divises le premier lerme de
ce reste par le double du premier terme de la racine; le quotient
sera le deuxidme terme da !a rmno

Retranchant dy d pdwit du premier
terme de la racine par le dmmémc et Ic carré du dewxiéme, vous
obtiendres un deuxiéme reste = divises le premier terme de ce reste
par le d ' du premier terme de la racine; hg_mmnt sera le
troisieme terme de la r et de suite. ;

Nous al]nmord admettre que le m@m P dont on
cherche la racine, est rationnel , et qu'il estle carré d'on autee poly-
néme rationnel P': il faul prouver que la régle énoncée fera (rouver
tous les termes du polynime P'= /P,

164. Considérant en premier lieu un polynome P qui ne renferme
gu'une seule letire, &, concevons ce polynome el sa racine exacte I,
ordonnés tous deux par rapport a @ de la méme maniére.

Désignons par A le premier terme de P et par R la somme des
aulres lermes, desorle qu'on a P=A-}R.

Le polynéme P ne renféermant pas d'autre lettre que &, le lerme
A est un mondme formé du produit d'une puissance de @ par un
nombre connu. _

Soient encore a le premier terme inconnu de Ja racine P' et z la
somme des autres termes, de sorte quon a P'=a--z: De la
P =P*"=g*}-2az - z*; et puisqu'on suppose les deux polyndmes
P, P, ordonnés par rapport & a, le premier lerme A du carré donné
P est identiquement égal d a® (n° 16, 2°); on a par conséquent
a= \/A'. Or, on sait extraire la racive carrée du mondme A , et le
résultat est bien le premier terme de la racine P'.

Maintenant, lorsqu’on connait déja un certain nombre de termes
a, b, c,..de la racine, et quiil reste encore & trouver les aulres
termes «', b', ¢,... si l'on retranche de P la quantité (a-+b-+e-...)%
c'est-ii-dire le carré de la somm~ des lermes obtenus, qu'on ordonne
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le reste R'.comme on a ordonné P, et quon divise par 2a le premier
terme A' du reste R'; le quotient sera égal & a’, et 'on obtiendra
ainsi successivement lous les termes de P,

En effet, soit M—=a-}-bfeopete, 4= a+b+='-ka;c.. de
sorte que T s, -
P =M4Z, P=P*— M- 2MZZ° et n'=v—=mz+z'
Le premier terme du produit 2MZ est Qu' le premier terme de Z'
est a®.
Or, stl"altmﬁé par rapport aux puissances d&erohsmlesde
2, e lerme a est dun degré plus élevé que le terme a'; le produit
&m‘ est donc d'un degré plus élevé que le produit a*; et par suite,
lorsque les produits 2MZ el Z* sont effectués, le terme 2aa’ est d'un
degré plus élevé que tous les autres , dans la somme 2MZ 4-Z*: par
conséquenue premier terme A’ du reste R est égald 2aa’; onldonc

a'==2-3 On verra de méme que si P est ordonné par rapport aux

pmmmummmdez le terme 2aa estd‘nndegdmméhvé
que les autres dans Ja somme 2MZ -Z*, ct I'on conclura encore

~2ad'=A', ﬂnﬁ

1 est prouvé par ce qui préeéde qu'en divisant par 2a le premier
terme B du reste R— P—-a'=P-—A, on obtient un quotient égal
au mw de la racine ).

Or, si l'on retranchait de P le carré (a—l—?}’ on iiiﬁt un reste

R' =P —a*—2ab — b*=R — (2ab -+ b°):
on pourra done obtenin le second reste R’ en retranchant du premier
reste R la quantité Sab - 6%

En général, lﬂrgu on aura obtenu un re;tuli = P- M ot'qllfa-
prés avoir divisé par 2a le prefier terme A’ de ce reste, on aura
obtenu un nouve u terme @ de la racine, on sera conduit i retran-

cher de P le carré (M - a )2, pour obtenir un nouyeau reste R”. On
aura done ., =

- ?P-—w-{.n')'o—&—hlﬁ—{éa‘+a"j= R'—{El[a‘—}:u‘) :

T

*Ona i-:hi—l—ld-l!+=u: Le prtlulcr terme du resie Rest e monq.lu'm du
polyndme donne P I.u iﬁua l-qv A, 5—3:1 , déterminent immdédiatement

fes dewr premiers rnnuu dela mrﬁr aw moyen dex dewr pumitr: rrmudn
polyndme propogé.
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ce qui fait voir que le reste R” pourra étre déterminé en retranchant
du reste R’ le double de hsommellpavlanmuu!amca et le
carré de ce nouveau terme.

Ainsi la régle fera trouver la racine d'un carré donné P qui ne
renferme qu'une seule leltre.

165. Supposons maintenant que le polynome donné P renferme
deux lettres @, a', et gu'on l'ait ordonné par rapport a 2. Sile pre-
mier terme A ne contient pas z, il ne renfermera done qu'une seule
lettre &', ou bien il sera un nombre, et 'on en pourra déterminer la
racine carrée, @, par les rigles précédentes. On prouvera, comme

au e 164, que @ = VA est le premier terme de la racine P’ et

termes de P, v i Speieige Jeite
§i le premier terme A conlient 2, il esllepmduit»mm::a

de @ par une quantité N qui ne contient pas z , de sorte que N ren-

fermant une seule lam% mmntmnomhu on pourra
calculer m par suite /A ; T'on connaitra ainsi le premier
terme de la racine P', et I'on en déduira tous les autres.

Dans le cas ol P renferme trois lettres , le multiplicateur N de la
pniuanudn ¢ dans le premier terme A, ne peut renfermer au plos

‘que deus lettres. On saura done obtenir Vﬁ et par suite A, ou
ie premier terme de P'.

La détermination de la racine carrée du polyndme donné P se ra-
‘menant ainsi 4 la détermination de la racine carrée d’'une quantité
qui renferme une lettre de moins, I'on peut appliquer la régle, quel
que soit le nombre des lettres que renferme P.

166. 11 est évident, réciproquement, que si, Jorsqu'on applique les
rigles de I'extraction de la racine carrée a un P, Vopéra-
tion se termine , ¢'est-a-dire si, aprés avoir oblenu un certain nom-
brede termes a, b, ¢,... d la racine, el aprés avoir opéré les
mlrar.tions prucn’m. on parvient d wh RESTE NUL, le polynome

- a+b+c+ ele. , esth raclne carrée exacte du polynéme pro-
posé P.

Voici un exemple d‘uﬁe ulrﬁctﬁn de racine earrée qui se fait
exaclement :

- =



ALGEBRE. EQUATIONS. SECOND DEGRE. 37

Polynéme donne P. ! Racine P'.
I S e et
w0 | e

e ——‘I.ﬂn;‘.-z" T %ea i

b — On* |2f—8a® (x4 Wt L
Sevrete e - g _**-_ 3:’# +8nipt :i;:p’ < R
.".'-mte...s-...i_‘ 0

Le polynome donné P renferme trois lettres n , p, . Je I'ordonne
par rapporl aux pnmnces décroissantes de z; et parce que les mul-
tiplicateurs des puissances de 2, et la quantité indépendante de «
sont des polynomes, je les ordonne par rapport a une autre lettre n.
De cette maniére, le polynome P est composé de quatre termes.

On a pour premier terme A —Nua*, en posant In*—{2np--4p*=N.

Fextrais d'abord la racine carrée de N. Cette racine est 3n —2p;
il en résulle s

A=(3n—2p).a*, et a—=(3n—2p)a;

jai ainsi le premier terme de la racine. :

Le premier reste R, que nous nous som d'écrire,
s'obtient en supprimant le premier terme de P. On a, pour premier
terme de ce reste, B =(2n?—16n"p) 2°. Le mdlerme“dhf la ra-

(20— 16n%p) 2> 12n°—8a
2@ = 5
Effectuant a part la division , 'on obtient b =4n"z.

1l faut maintenant retrancher du premier reste R la quantite
2ab--b*=B-}-b*; le denxiéme reste s'obtiendra done en supprimant
le terme B, et en retranchanl,gn oulre b*= 16n'a*.

Le trnméme terme de la racine sera done

(—&‘-{-h’p—l—&p'—h‘) @t _ —3ni4-2nip4-3np’— 2t
2. (3n—2p) .a* dn—2p

cine sera donc b=

Effectuant i part la division, I'on obtient ¢——n®~p3.
Il faut retranchet du second reste la quantité 2(a 4 b)c 4 ¢* =
- 2a+-2b-4-c).c, ou le prodn}l

v [(6n—kpja® +8N‘J?’*-n’+l"]x — a4 pY.
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Il résulte de cette soustraction un troisiéme reste nul. L'opération est
lerminée.

167. §'il weaiste pas de polyndme rationnel et composé d'un
nombre limité de termes, dont le carré soit égal au polyndme ra-
tionnel donné P, on le reconnaitra toujours, en appliquant au poly-
néme P la régle énoncée (no 163).

Et d’'abord, lorsqu'il existe un polynome rationnel, P, dont le
carré est égal 4 P, si 1'on congoil les polyndmes P’ et P ordonnés par
rapport aux puissances croissantes ou décroissantes d’une méme lettre
on sait que le premier et le dernier terme de P sont respectivement
les garrés du premier et du dernier terme de P'. Donc, lorsque le
premier ou le dernier terme du pﬂlgném ‘Zﬁ““‘ P n’ut pas Ie carre

d'une mm e, on en doit conclure que VT
n'est pas non plus une quantité rationnelle.

Mais supposons que le premuzrel. le.derluer wmesde Plolent les
carrés de quantl&s rationnelles. §i le polyn 2l
rapport au® puissances d dermmuta d‘m lmra x, I‘impomblhu
d'obtenir la ract'ne carrée depiendra évidente lorsqu'on aura été
conduit & poser @ la racine un terme dans lequel Uexposant de x
est moindre que la moilié de Uexposant de celle lettre dans le der-
nier terme de P.

En effet, dans la premiére des soustractions que prescrit la régle ,
le premier terme de P est détruit; et dans chacune des soustractions
suivantes; le premier lerme de chaque reste est détruit, Donc les
degrés des restes suecessifs vont en diminnant au moins d'une unité;
el par suite, les termes obtenus successivement  la racine sont d'un
degré de plus en plus petit par rapport a a. Il y aura donc un nom-
bre limité d' opérations - aprés lesquelles, en supposant qu'on n'ail
pas eu un reste nul, on sera conduit & mellre a la racine un terme
dans lequel I'exposant de' @ sera moindre que la moiti¢ de I'expo-
sant de cette leitre dans le derniep terme de P. Lorsque cela arrive,
la puissance de @, dans le carré de ce terme de la racioe, est plus
petite qie la puissance de @ dans le dernier terme de P. Done, a
plus forte raison, Ja puissance dew, dans !.cmé de chacun des
termes qu’on obliendrail ultérieurement & la racine, serait plus petite
que la puissance de & dans le der@r terme de P. Il est donc im-

possible gu'on obtienne jamais i la racine un dewnier lerme, dont ¢ %

le carré: devrait étre égal au dernier terme du pﬂmﬁm& proposé P;
et Von en conclut que ' opnrahon ne pourra jamais se terminer.
On prouvera d'une maniére semblable que si le polyndmie P est
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ordonné par rapport aux puissances croissanies d'une letlre, x,
Uimpossibilité d'obtenir la racine carrée deviendra évidente , lors-
qu'on aura été conduit d poser d la racine un terme dans lequél
T'exposant de x est plus grand moilié. £czpo:mg celle
lettre dans le dernier W g‘ 44 Qg

Soit, par exemple, le binome P — a*--4, ordonné p&w@nrt aux
puissances décroissantes de x; le degré de @ dans le dsrm,tarme
est zéro.

Fa o 2
—t . x-l-&——etc.
1°7 reste 4 y 9’_1_2
- .
Le premier terme obtenu & la racine est x; le second lerme est
g—aon?-=2x:l:"'l'erpomldea:dammmndlemeestmuin-

dre que la moitié de I'exposant de z dans le dernier terme de P. L'o-
pération ne se terminera pas.

Si I'on opére sur le binime P— 4+ a°, ordonné par rapport aux
puissances croissantes de &', lo"{mniu terme obtenu i la racine est

2; le second terme est %x’,lexposant de a.*. _dm--.oo ‘second terme

surpasse la moitié de V'exposant de & dans le dernier terme de P.
La racine se développera en une suile de termes illimitée (*).

Des opérations sur les quantités incommensurables.

168. Les cxpressions algébriques sur lesquelles on peut avoir a
opérer , ne représentant pas loujours des valeurs commensurables, i}
faut expliquer ce qu'on entend par le résultal d'une opération dans
laquelle entrent des quanlités incommensurables, et montrer com-

") On trouvera de mémea

2 11 a1 1.3 %8 t 1.3.5 28
Véiamsts S5t atiivaicora ™

e B B s SR
N ) i Y s ey e T i e e (g

V“!_ =% i@l 2'4.6ab 24.6:8 0%

L
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ment les régles du caleul algebrique s'étendent et s'appliquent aux
quantités incommensurables et aux expressions irrationnelles.

169. On a vu en arithmétique ( page 96 ), qu'il est toujours possible
d’obtenir des nombres commensurables, «, =, qui différent I'un de
'autre d’'une quantilé aussi petite gqu’on voudra, et qui comprennent
entre eux la valeur de la racine carrée d'un nombre A.

Si I'on concoit que la quantité @ augmente en restant towjours
moindre que VA, et prenne ainsi différentes valeurs a', a”, a”, ete.,
on pourra obtenir une valear commensurable qui différe de VA
d'une quantité plus petite que toute quantité donnée. Cest ce que
I'on exprime en disant que V&ﬂm limile de la quantité com-
mensurable a, qui varig en augmentant indéfiniment.

De méme, si I'on concoit que la quantité « diminue en restant tou-
jours plus grande que }/ A, el prenne ainsi différentes. valeurs, «',
<"y «", ele., on pourra obtenir une valeur commensurable qui ne
surpasse }“A que d'une quantité plus petite que loute quantilé don-
née; et Fon dira que b A est une limite de la quantité commensu-
rable =, qui varie en diminuant indéfiniment.

Considérons maintenant la racine carrée d'un nombre B, différent
de A, et supposons que b/ B soit une expression incommensurable.
Désignons par &, &, b", etc., des nombres commensurables plus
petits que }/B, qui different de moins en moins de b/B; et par £,
£, £, ele., des valeurs plus grandes que VB, lesquelles vont en
diminuant et s'approchent de plus en plus de V'B.

Les sommes a--b, a'+ b, a"+4 ", ele., iront en augmentant.
Cependant, ces sommes auront une limite , car elles doivent rester
moindres que la somme <42, La limite des sommes variables a--b,
@ =¥, ele., estee que nous appellerons la somme des quantitds
incommensurables VA, V/B. Cette définition sappliquera a la
somme d'un nombre qnelconque de quantités incommensurables ,
telles qu'il soit possible d'obtenir des nombres commensurables plus
petits qu'elles, et qui puissent en différer aussi peu qu'on voudra.

On peut encore définir la somme VA4 VB, la limite des
sommes commensurables « 4 £, =" - £, etc.; qui varieot en dimi-
nuant indéfiniment,

Semblablement , les produits ab, ', a’b’, etc.; iront en aug-
mentant. Cependant, ces produils auront une limite, car ils doivent
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rester moindres que le produit «2. La limite des produils variables
ab, a'li, etc., est.ce que nous appellerons le pnopuir des quantifés
incommensurables VA, V/'B. Cette définition s'appliguera au

produit d'un nombre quelconque de quantités incommensurables.
On peut encore définir le pnonﬂrréequaﬂh tes fmmmemurabm.

telles que VA VL la limite des produils mmmeﬂmubles af,
<'#, ele., qui- nnenl en diminuant indéfiniment, et dont les fac-
teurs approchent autant qu'on veul des quanlités incommensurables

proposées.
De méme, la pirrirence de denx quantités incommensurables

telles que LA, /B, est 1a limite vers laquelle tendent les diffé-
rences eommenmnbles e—b, «— ¥, «"— 1", ele., qui décroissent
indéfiniment ; ou la limite des différences a — £, &' — £, ele -5 qui

augmentent indéfiniment. En!ln le QuoTienT, tel que b‘é-; , signifie

la Iimiu vers laquelle tendent les quotients commenmblea B b

=;1 .

' elc. qm du:rment mdbﬁnunent ou Ia limite des quotients

Tl A

' i .elx: qui ausmenlenl. mdeﬂmment

170. Le produit de plusieurs facleurs incommensurables, ne
change pas dans quelque ordre qu'on indique les mulliplications.
Ainsi Ton aura VA XV B=V/B X |/A. Cela résulle de Ja dé-
finition du produit. Car les produits commensurables ab, ba, élant
constamment égaux , dans tous leurs états de grandeur, la Zumla du
premier est nécessairement la méme que la limite da second.

Il suit de la que toutes les régles du calcul des fractions (n® 51),
s'appliquent aux fractions dont les termes sont incommensurables.

Caleul des radicaux du second degré.

171. On dit que des radicaux du second dégré sont SEMBLABLES,
lorsque la quantilé placée sous chaque signe radical est la méme , de
sorte que les radicaux proposés ne different que par des facteurs

rationnels. Ainsi les radicaux 2} a, %{Hc} \V a, sout semblables.

11 est clair que, dans un polynome , fous les termes qui sont for-
més de quantités radicales semblables se réduisent en un seulterme,

- P o
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qu'on obtient en multipliant par le radical commun, la somme
algébrique des facteurs rationnels. Ainsi le polynome. . . . . .
25 Va0 a-+5¢V a—2:V a est égal & (2b+b4-5e—20) V’a,
et se réduil  (30+43¢)Va, ou 3(b+0). Va-

172. Les radicauz Vab' et bV a sont égauax. On a en effet,

Vay =o.VaoVa=p.(Va)=ar;

ia quantité b1/ a est done la racine carrée de la quantité ab*.

De cette égalité T'on conclut: 1o qu'on peut supprimer sous le
signe radical un facteur. carré b, pourvu quon écrive hors du
signe radical la racine carrée, b, de .00, [acteur ; on dit alors qu'on
a fait sortir dw radical le-facteur b*;

2 Qu'on peut supprimer un facteur rationnel b, qui est hors

du signe radical pwmuquoumsmpﬁe la quantité qui est sous
le signe radical , par le carré de ce facteur b; on dit alors qu'on a

fait entrer ce fagteur sous le radical.
11 peut arriver que des quantités radicales, dissemblables en ap-

parence , soient ramenées  étre mm.ap'nm on a fait sortir
du radical les facteurs carrés. Soient par exemple, les quantilés

5V a, 2V/9a5* et V4" +-8a'be +-4a'c,
qui renferment des quantités différentes sous le signe radical. On a

¢ 2V e =2V a(@ht=6b\/a,
et Vi@V 8abc1-4a'* = \/ a(2ab - 2ac)* — (2ab~+-2a¢) V a-

Ainsi aprés la simplification , les radicaux proposés sont semblables.

173. ADDITION ET SOUSTRACTION. Pour additionner les quantités
radicales, et pour soustraire une qnanuléndlule d’une autre quan-
tité, I'on suit les rigles déji indiquées (nos 6, 7); puis 'on bpére, s'il

v a lien, la réduction des radicaux semblables. Ainsil'on a
2Va—-3Vo+(3Va+4 V)
—~2Va-3Vi43 VatsVib=5Va+ Vb;
Wat Ve-(3Va— V)
=4Va+ Vi-3Va+ Vi= Va+2Vb ).

(") La somme el la différence de dewr radicawr du second degré sont des quan-
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174. Meirieuicatios. Pour former le produwit de devx radicaux
du second degré , faites le produit des quantités placées sous le
signe radical, et affectez ce produit du méme signe radical. Vous

aurez, par exemple V'a x Vo=V abs

En effet on a

WVaxVEy=Va-V-Va-Ve=Va-Va-VbVi

=(Va)' x (Vb) = ab; o

la quantité V/a xV/b est done la racine carrée de la quantité ab.
Remarquez que le produil de deux radicauzx du second degre
peut étre une quantité rationnelle. Soit, par exemple, le produit

Viax V/%a=\V3ax2a=V 81a" =9a;

chacun des facteurs /32, V/37a, est une quantité irrationnelle ;
mais leur produil 9a est rationnel. o

175. Division. Pour former le résullut de la division d'un ra-
dical du second degré par un aulre radical du second degré, divi-
sez la quantité placée sous le premier signe radical par la quantité
placée sous le second, el affectes ce guotient du méme signe
radical.

5] cu

n effet, on a ﬁ BV&-VE =2 (n° 170); la uani;':.
il e = T

L’_‘eﬁ donc la racine carrée de la quantité 2
Vb b

Remarquez que le guolient de deux radicaux du second degre
peut étre une quantité rationnelle : soit, par exemple, le quotient

o
tités irvationnelles. En effel, soit x=ba + 1 5; @oi 2=V b=V a, &t
(2-V8) =t — 22V 54 bma. On en deduit 2% +b—a =22V5, e
ib—a_| /v ¥ - & wsl. 15
o — &: Done si la somme x était rationnelle, le terme radical, V" b+
serail une quantité rationnelle, contrairement 4 'hypothése.
On démontre de méme que b a—b7b est une quantité irrationnelle.

o i
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LY/ _Vins,
V3a

chacun des termes V/ 27a, |/3-a_ est irrationnel; mais le quotient 3
est rationnel.

176. mmmmnl, . On a vu que, si une lettre @ est

affectée d'un exposant pair, u--%m on obtient la racine carrée de

=a'™, en donnant A la lettre a F'exposant m=-— (ne 160), de
somql'u AT IRETRYT T

DS <->;ac:;>;'

par conséquent, ['exposant ?3‘ dont la forme est, fraclionnaire, in-

digue, lorsque la division peut se faire exactement, qu'il faut pren-
dre la racine carrée de la quantité a". .
On est convenu d'admettre dans les calculs l'erpoaam tneuonnalre

E, méme dans le cas ow n est impair, c'est-a-dire que le symbole

algébrique a* constitue, par convention, une maniére d'éerire la
racine }/a"

Par exemple a s:gmﬁe Va' et Iexpresslon a a la méme si-
gnification que le radical Va- 4
Les régles qui déterminent Uexposant d’une leftre dans un pro- .

duit ou dans un quotient , quand tous les exposants sont enliers.,
s'élendent au cas ois Uon admet dans les calculs L'EXPOSANT FRAC-

n
TIONNAIRE 3
L] "

Alns: le produit a’xu’, ou a"x @, sera @ T—a*; car

a'*'= Va, par convention; ona donc

‘ . I—
@ X a=a"X l/;‘ \/n‘x' X ab — \/a“ —a'.

On établira de méme les égalités snivanles:
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_ BB 5 ;' . 't
F X = @t @ a‘-ﬂf-""!-fz i,

s 3 8 s
atrat =a Tt g,

Sil unnﬂnpnroﬂlmdegnudeurlue:pomtsdﬂpﬂﬁmcesd‘me

'qumlu.éa. par exemple,... a*, a‘ at, ai a, a, av, a“.r'
T'on dira que mpnisum sont rangéu par ordre de prandeur
quant i leur degré.

1l suit de la qu'un polyndme qui rmferme des radwawdu uczmd
degré peul élre orpoxxE par rapport Gud puissances croissanies ou
décroissanles d'une méme leltre.

Par cxemple le polyndime x\/x-i-v, , ou l/d:"-ul-Vr'
.
peul “élre mis mhbm.’z’+x '.., -
On s'assure facilement, en raisonnant comme au n* 75, que si les
facteurs d'un produit sont orvoxxgs, le produil du premier terme
nde klﬁd!‘lﬂmdumumplicm ne peul
‘produit partiel ; et il en est de méme

L

dupruﬂ tdﬁ dernie

P tcis da vooligiiende pat Tdisiler: Adbin

du multiplicateur. :
Par. - tgm de
la racine carrée d’nn pnl A le & ur ﬂfp&m

dont la racine carrée rentem du mﬁcaux du mnd degré. Ainsi,
12 si le polyndme donné P (qui peut renfermer des radicaux du se-
cond degré) est e carré d'un polyndme F—l«i-:l-}-ﬂ-dﬂam
posé de termes rationnels ou de radicaux du second degré, la rigle
énoncée fera trouver tous les termes du polynéme P'= /P -

2 S'il n'existe pas de polynéme, composé d'un nombre limité e
termes, dont le carré soit égal au polynome donné P, on le recon-
naitra toujours en appliquant cetle rigle au polynéme P; et lecau-

ractére d'impossibilité constatant que l'opéralion ne pourra jamais
se terminer, sera celui que nous avons expliqué an n° 167,

Extraction de la racine carrée, dans laquelle on admetgdes
radicaux du second degre.

177. Lorsque dans un lerme algébrique irrationnel , une lettre
25
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n'entre pas sous le signe radical, on dit qne ce lerme est rationnel
par rapport a cetle letlve.

Lés quantités irrationnelles V5, -v%, sont rationnelles par

rapport ¢ x.

On dit qu'un pelyndme est ralionnel PAR RAPPORT A UNE LETTRE,
lorsque tous les termes de ce polyndme sont rationnels par rapport
a celle lettre.

178. Un polyndme rationnel qui n'est pas le carré d'un autre poly-
ndme rationnel, peut néanmoins étre le carré d'un polyndme ration-

nel par vapport & une certaine lellre.

Soit par exemple, le polyndme 32*--62-3, qui n'est pas Ie carré
d'une quantité rati mhMSnﬂplmmé
Si I'on cherélie la racine carrée de ce polyndme , en admeltant & la
racine d‘es termes irrationnels, on obtient

"'."'_/'5- -’j_?s Vs 7 ST TN, e

edﬂfﬁcmeestrm_gﬂ'ﬁlpwtdm - T,
479, Si¥ l’nncha'chelarmne urxﬁedﬁhﬁm&ﬁi—ﬁ'-‘[—c on

alilient. @ abord’ & Javidiie Jo- Mntme e VB4 =5 V‘; Te ‘peste
¥ g '
eomaygndmlesl o= “T,

lasquhsnkwsqumahnhuumbodﬁdmua, b, ¢, ne ren.
dent pas ce reste nul, c'est-a-dire, lorsque b* est différent de 4ac,
I'opération ne peat pas se terminer; car le troisitme terme de la

Ahac—b* (kac — b%)
a, etle dqré de ceterme
iax2Va  8aVa
par nm)nthk &, serait moiadro que la moitié de Vexposant de 2,
dans I¢ dernier terme ¢.27 du frindme proposé. Dans ce cas, le tri-
nome @x*-+bx - ¢ ne peut pas étre le carré d'un polgndmmm—
posé d'un nombre limité de termes.
Lorsque les valeurs attribuées aux coefficients a, b, ¢, annulent le
Y
reste lacm 2 » c'est-d-dire , lorsque V* est égal d. 4ac, Iopération
est?eminée le trindme ax*-}-bx -+ c est le carré du bindme

2V a+ ———, qui est rationnel par rapport i .

Va

racine sernﬁ*“
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180. Nous proposerons eucore d'exliaire la racine earrée da pu..
fyndme

P s 20 1, 20% 4-38a—6 - '..

Cetle racine fie peut Sive rationnelle , 01 par rapport ‘sux. uumh.us
ni par rapport & &

Pour simplifier fes calenls | on mulliphie 3w £ par un facteur
qui change le premier teomie O 2ot en un cared ; fe facteur Ju rem-
plissant eelte condition, on met P sovs by forme

Pgwxmx P,:-iur b 407" - 40 - 25
et Ton cherche la racine du factenr @' — 6o~ 190° — 500 |- 25.
Cette racine, qui sublicnt va valeur exacte dans L exanple proposé
est ogale & p*—3w -5,
On en conclut gue P est le caryd de la quantieé ircationpelle

R Al o e
NE "_ s
Bguations dw second degre.

A81. ne équation du second degrd d une sedle inevanue . pout
foujours, par la transposilivin des teemes, oteo reduite d troigteries
au plus. Si . par exemple. umﬁm?ﬁqlmm#hlhmn

A0 (07 88), on poarra rédwire en un seul tevme, aa’ T toralie
des termes qui adwetlent pous factenr e carees de Vineatoie o5 e
coeflicient a désignant une quantité positive ou negative, qui ne
renferme que des quantiiés eonnves. De meme, les fermes qui ad-
mettent comme facteur Uingonnue & a 18 prewiere puissance, se
réduiront en un seul tepime b enfin les terps indépendants de
Finconnue se reduiront en un seul terme ¢ les quanllléﬂb o élant
connues. Alors l'équation est ramenée a la forme . b o O,

Sile terme ¢ sp reduit & =iro. de sorte aw'it - agit de réoudre
I'équation incomplite ar’ |- br =0, ona. (we - 6) 9, ilest clair

b § - ) b
que celle équation admedane racine wulle,el wne racine ig‘ala-d-‘-],

qu'on obtient en résolvant F'équation du premive decie @ ==
Mais 'dguation wWadmet pas &anire vacme; car ane valear de o

diférente de 2=0+] de &= ~ ;. pe pouvanl anneler anenn des
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factenrs du produit 2(ax--b), ne rendrait pas ce produit égal i
Zéro.
Si le coefficient b se réduit & zére, de sorte qu'il s'agit de résoudre

Véquation d@ dewr termes ax'~-c=0, ou 3:’-|—£ =0, o en déduit

T = -% el ¥ =1t \/-—-Ec (*}3 de sorte que I'édguation du se-

cond degré d deuw lermes admet dewr racines, et n'en admet que
deuwa. Lorsque les coeflicients @ et ¢ sont de signes contraires, la

quanlité — :—; est positive, les racines sonl REELLES, numériquement
égales, et de signes contraires. Lorsque les coefficients a et ¢ sont
de méme signe, la quantité —3 est négative ; les racines sont fma-
ginaires. . "

182, Si aucun des coeflicients a, b, ¢, n'est nul, de sorte qu'il s'a-
git de résoudre 1'équation du second degré compléite ax*~-ba-te=0,

ou &'+ ga: +Ea = 0, on raméne laquestion i résoudre une dqua-
tion & deug termes on a résoudre deux équalions du premier degré.
Posons pour abreger g =p, '—'; = g. L'équation a résoudre est

@'+ pax g =0, 1)
Considérons Ja somme 2°--px, comme la somme des deux pre-
miers termes du carré d'un binome x-4-z, ce qui exige que p soit

égal a 23, ou qu'on ait z =§; ce binome est done & +;‘ et son
carré est a* - pa - %'-. Complétant le carré de 2 +g dans le pre-
mier membre de I'équation (1), on a I'équation

(/T s (/3] e/ )

11 est alors évident que I'équation admet les deux racines

Ve

qui annulent Vun ou Vautre des deux facteurs du produil, et qu'l ne peut
exisler d'auire racine de éguution & deux lermes proposée,

(*) On peut aussi mettre Péguation 24 %-o, sous la forme ml-—( - E—) =0;
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wpet et o (42 = (§=0)n
L'équation (2) est unc equatwn a deuwx termes, dans laquelle
inconnue a:—[—H admet les deux valeurs .‘B+p-+\/ -0

@ -|- § \/-1- — ¢, et n'en admet pas d'aulre.
On en conclut que 'équation (1) admet les deux raciﬁes.

A RV

et n'en admel pas d'autre. :

Les valeurs des racines de 'équation du second degré se Lrouvent
ainsi exprimées en fonclion des quotients p, ¢; et l'on a, pour former
ces valeurs des racines, la régle suivante :

Lorsque l'équation a élé ramende a ln forme x*—-px—-q=0,
dans laquelle le coefficient du carré de Vinconnue est positif el égal
@ lunité, la valewr de x est égale d la moitié du coefficient p du
second lerme ; pris avec un signe conlraire, plus ow moins la
racine carrée de la somme qu'on obtient en ajowtanl aw carré
de la moitié de ce coefficient p, le dernier terme q, pris avec un
signe contraire (*).

11 est facile de vérifier que ces valeurs des racines satisfont i 1'é-
quation &'~ pa--q=0, quirevient & @ (p+4-2)4-g=0. Car, si

2
V'on désigne par r la valeur du radical \/’—;— — ¢, de sorte qu'on

(") Gette régle est encore applicable aux cas dans lesquels Péquation
ax?+4 bx 4 e=0 n'est pas ﬂmp!m Si le terme ¢ se réduit & zéro, on a

%_,_o; ol g_.._.: p!. ce qui donne

Et si le voefficient b se rédnit 4 séro, on a %—p—- 0

doi x-fi/'—_.i-i-\/—-g.

On relrauve ainsi les resultats doja obtenus  n. 181
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a #..%.’-_.._-g_, les valeurs de i, formées daprds la rigle précé-
tleu!e"aom_m‘=-p +r, et z"m-—%— r. On en déduit :

1 ﬁ+w-r+" ey =( v 5 +")=r'—”—=~q.
et . .w@+x>+¢=—q+q-o_
® prhr =, @ty =(—rb ). (—r4] )dﬂ‘—’;'e-—q.

ob - pesseg g iﬁJ+a=0
183. Si Ton veut exprim

fba+c=0, aalbneﬁendm'e cieals a, .. N ilsuﬂil.
lacer ?Pﬂl‘lemvnleun dmalal‘argmle i

On trouve ainsi- &= A, 5

- 184. La méthode par laquelle nous avons ramené la résolution de
I'équation compléte o+ pz+¢ =0, A celle d'une équation a deux

termes, peul encore servir a décomposer le trindme x*=- px-}-q en
un produil de deux facteurs du premier degré par rapport ¢ Xx.
Ainsi lona

appopq=attprt T"(x—!) “(@4—’) —(\/ﬂ—q )
~{=+E+V “’) (=42~ "r"i)

etﬂlonpm*—- -+ -r.-—q.u.w', —%_ T_q=_.~;",

on aura L pr = (@ —a") (=) 5

c'est-ii-dire que le trindme mdbmmpusé en un preduit de deux
facteurs bindmes, du premier degré par rapport & @. On reconnait
que les quantités 2, 2", indépendantes de 2, sont les racines de



: : 1. -" A ‘.'. I' - -'." = _ I
gij.p:+q=o a'm-d—dirc que U

., —p—-t.y:,hggt dgﬂcd —p. Le pro
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I'equation 2°+-pa4-g=0. Ce sont les valeurs particuliéres de & pour
lesquelles la valeur da trindme est nulle. Par “consquent:
Pour décampom'm facteurs du premier degré par rapport d x,

le trindme ax*4-bx--c¢, ouw a (t’-f--ﬁ!k[--) = a(x*px-f-q), on

résoudra légualiou Kb px+q =0, cest-d-dire m%mtmlsru
les racings X', x", de cetle équation , et l'on aura
aa:’-}-bw{-ac =a(z—a').(x—a")

185. Si la quantité « est racius de Péquation x* 4 px~4=q =10,
le premier membre est dlvinbk par le bindme x—«, el réeipro-
quement. |

En effet, on sait que le reste deladivisiondu polynéme a*4-pir--q
par le binome & — = est «*~}pe-fmgq (n°102). Lorsque « est racine
de Uéquation, I'on a «*4-p«+-q=0; donc, le reste étant nul, le
polyndme z*pa—-q, est divisible par 2 —=,

Réciproquement, lorsque la ditision se fait exactement , le reste

a*< p«--q est nul, en vertu de I'hypothése. Done la quantité « est
racine de I'equation m*-{-mr-bqnﬂ

Lnrsqua la quanmé a4 p.t-qest mﬁle Te mﬁenl—duq

&—u
e o Lp2-F—la =)t o).
p nule nqe suppose @ =u; ellé
sannule encore ]orsqu on suppou fr———-ﬁ % I'on conclut
que i la quantité « est ¢ de Uéquation %-npx:e-’#c[go
Lautre racine est igale ¢ —p—z. La somme algébrigue des
deww racines, — p—e el =, est égale a —p. Le produit des
dena racines, —p—a ot «, st — p:——-n’, quanﬁt&»%ﬁg @ G,
puisqu’on a a’-}-p.-}-q_o

186. Les deux relations que nous venons d'établir entre les racines
de I'équation du second degré et les coefficients p, ¢, de I'équation
se d?éduisem directement des s formules :

a -=w--«-|- \/L——q,' :t"--—-ﬂ—-\/-——q.

On a évidemment pour la somme, @ 2= —p; cest-i-dire qﬁe
la soMME des racines de fﬁvﬂwn du second degreé x%-]-px+q=0
est égale au coefficient du second termg, pris avee un signe con-
traire.

Quam an prpdmt les valeurs de «, 2" élant exprimees par la

somme cf par la diﬁqrenca)desaqmnme& = . \/ = -——q ce pro-
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- midm .ngneritoe ﬂjn;. con-

W dn quoueﬂ gaﬁ,ﬂha’&ns que le signe de la quan-
33 ) R ¥ =g, .

o Ty,

192. On peut rwudu dircctement Véquation da second
Me_o mﬁmuludeumhmwlément
carré de lmwmm.,ﬂoﬁldmemmqomths melﬁmm« b, c
tepr&ulmtdnqnmhﬁsr&ﬂu e - -3

Premidre méthode. Supymnm d'abord qu'on ait réuni tous les termes
dans un méme membre, de maniére que le coefficient « du carté de
l‘inmnnnawi*mhfkurmen:’ﬁlh umi lh;‘hqmﬁﬁraelh
xV/a. Considérons In somme -.n'-t—iw. comme la somme des denx
premiers termes du wtédmhpémerl/a-q-s. ce qui exige que b
soit égal :Qx}/—x;, c'est-a-dire que b soit dp!l!‘/nx: desnrl.u

b
e Le bindme eetllnnc
amaiiGEn el Ve

q

etlonmrré estex'+&x+ = Cumpléhntlc unidt :-l/c-l-

2 Vu
NS EC P ! “M%GJ. (l{].s on @ Je-
quation ey 3
aad +h+~s-ﬂ-‘&s~-«¢a@=&‘! "ul’(‘m s )
2/

L'équation (2) est une dquation & dexx termes, datis laquelle Tinconnue

*V/a +__"_:) admet los deax valears
!Vﬂ

Vb = P—tac : 5-|: v Vi
- & — e ol
3 SV-t - V'c - S a. - 3_‘/&
et n'en admet pas dautre. =
On mmduqﬁg I'équation (1) admet les tleln raemu

Lol = === Eu—u
) =__'L"{_.___ = '.'_, (A)

Ba

et n'en admet pas d'sutre.

e PR



r‘ T ——— L — _‘t:_l-_ = e

Deuxiime méthode. Summqnnnaicﬁumbulumm un
m!mmbmdemnhemhwwumncmw&p
I'équation S B T W

Le tevme.c est 1 earré de la quantité réelle |77, Cousidérons 1a somine
¢+bx comme la somme des denx premiers termes du carré d'un bindme

Vety, ce qui exige que kx soit égal i 2L7c<y, ou qu'on ait y= :;_
W e
umt@wgpl V;.l.a--.-l/_ + ot son carré est o+ b
3y e
-IE- Cbmplétmt lc carré de h
e e
éqnatiun 1), ou a l‘aqufion i Sealim e PSR

-k .' ' I‘
u:;f.m membre @.mm @, wy;w deux
um!s est dw en urs du premier de, question est
amenge & résoudre I'équation

“bi—Abac - m ey
(V+3V+= “’_V; ) (V'+M : W ) 0

Ceueéqutlnnldnu donc deux racines, qui sont les racines des deux
équations dn premier degré
2etbrtal/ P—hac=0, et +tbr—xl/ P —fac=0,

ct elle ne peut pas admettre d'autre racine. = =
On obtient ainsi les deux valeurs 2

Mmoo et M=m————————— (B)
s+t b— /P —dac

103, Remarquer que les valeurs des racines, x', x, dans les formules (A)
et (B), différent seulement par vx ¥AcTEON COMMUS aux dewx termes 'Jufm-

a_.l/p_.
tions qui expriment x' el x", Ce factenr est ————— pour la valear
de .r',etb+ V::—‘“ponr la valear de &',

En effet, par les formules (B), on a
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- e ‘_; . ? ‘B‘.‘ -
! = o e S V—P-—
w V dac _*__ r (6 .ﬁ'&—-#nc)

—(b—V/P—tae) =(b—) F—tar)

= (e—w—uu))“ T *
2¢
c'est la valeur de x7, dans les formules (A).
De méme, :
—al s+|/s-_m)
e e = St = E"‘("-}-'f 5‘—%:);
b—/ B —iac (ol iim0). b+ V:—-;.c) 2

c'est la valeur de x", dans les formules (A).

* Discussion des racines de Ubquation ax?+4+bx 4 ¢=0,

dans les h pocﬂm a=0; a=0,b=0; a=0, b=0, e=0,
- r}fqﬂ:"&_ﬂ:—nz,ﬁ 2

104. Si I'on considére différentes émﬁmdgumd degré dans les-
quelles la valeur que du coeflicient a soit- W?ﬂmmﬂm
petite, tandis que les coeflicients b, ¢, demeurent constamment les mémes,
la valeur du bindme 8*—fac différera &"*_ﬂn_m e la quantité

1, et la valeur du radical J%*—fac approchera indi '
leurnménqudcb a mesure que a approchera de zéro. Enfin, sil'on

suppose qu!s devienneé nul, unm;i:l/bl—lacuﬂ%mhy-

—2c e
peﬂ:ae la racine ' = +V__ (B) devient &' = — +‘.=-'-—', et
en eﬂt, V'équation eaxd-bzdc=0, se réduit i bz -+ =0, par I'hypothése
a=0, Inuqaon veut.'attribuer i + que des valeurs finies; et alors cette
équation admet la mnez:—g. =

—2 —3e A
~ B) devient "' — — . et te
b—V,_( ) X i se présen

m
alors sous la forme x" = Pl de sorte que cetle racine aune valeur

Lnﬁ.&nﬂr“—

nnméri:qu infinie, 'p:lr ot 'on voit que i la valeur du cocfficient a dimi-
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nue en approchant de séro autant gion veut, la valeur numérique de Uune

des racines augmente indéfininient, et pout surp toute quantité donnée.
La méme hypothése, a=0, introduite dans les formales (A), donne

0
.r’==—,|nlieuder‘_—-—-. ce qui tient & ce que les danxtcrmsdnll
ulenr(lex’. sayoir ,

—H-V—"_...—sc (&-l, )
et ek (4 V—gw) (= =)
2c % 1

ont un ﬁu'l;eur

a=0.

Or, si I
r, si wwmruaﬁiwghmmq,gm
formule qui conduit, comme on I'x vu, i la valeur
=
déterminée et ﬁm& ;’n--, louqnmyﬁitlt’knoﬂtm

Qllm a h_;eoonds formule , x"---s-l (A), elle donne

mwﬂmﬁ"su,mh-&uﬂ:}a.-m; ce qui tient a ce que le

factem.'b-l-l : ,mmnhmdmt«mmdchvﬂurdez" ne

dﬂuﬂtpllml lorsqu'on suppose a=0. Py

-195. Si I'on suppose a la fois 2=0 et b=0, sans que ¢ soit nul, I'é-
quation ax? 4 br + c=0 se réduit 3 e=0, lauqnnnMnWhnu a
x que des valenrs finies ; il wmmm par des valears
finies de x. Et cette double hypothése, « =0, =0, introduite dans

—30
les formules (B), dmeeﬁeehranmt :’m—-—-—-z::-n, 3 -—— .
Mais si 1'on suppose a =0, b=0 dans les formules (A), elles donnent

0 0
x'=;‘, .r"=;. ce qui tient a ce que les facteurs communs aux deux

——

termes des valeurs (A) des racines sannulent quand on suppose a=10,
b=0. .

Enfin, si I'on supposait nuls les teois coefficients a, b, ¢, il est clair que
Véguation serait satisfaite, quelque valear que Fon donnit a r. Et alors,
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les formules (B]. m que les formales (A). dmw les racines sous la
forme =" =..--,¢-f'_..- qt{'ﬁne. dans ce cas, I"Meﬁmnahon des

vnlmm MW P, ‘?‘Tl! - __1;_ :
. Equations réductibles au second dcﬂi;

196, On''donne le nom d'équiation bisearrée & une eguamﬂ

40 wﬁm ne renferme que des puissances paires de l'inconnue z.
La résolution d'une équation bi-carrée peut se ramener d la réso-

lution d'une équation du second degré. En effet, meqﬂuo- bi-

carrée peut d'abord élre ramenée & la forme
%M’-Hﬂﬂ (l‘):&

et si T'on prend pour m&nm auxilisire la mw

au carré de J'inconnue , on aura y—a*, yP=a'; wéf"'v;
Toute racine de I'equation (1) devra satisfaire & I'équation

s P py+a=0 _ 2,
el chuqm racine de l'éqnauon @) mﬁi%ﬂmﬁnﬁmﬁmn

 Enfin, si au '
posidive; %mew\
Les racines de wqm

alaforme v =%} a=V b

connucs.
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 Réduction de Vexpression V' a~+\/b d la forme V2 +V/F.
197. Si T'on considére une équation bi-carrée, &* 4 pa®+-q =0,
dm llqnd}s les coeflicients p, ¢, soient rationnels, les quantités
-._ =g, %—-—q:-& sont rationnelles, mais /5 est générale-
msnl une quanulé lmlimmelle Amji ‘pour obtenir les racines de
qu Jorsqu'elles sont réelles, on est conduit a extraire la
mrda MM\H}-V& upm'm commensurable

et en parlie incommensurable.
1 s'agit dodﬂmdm quuls eas la awl’duria um racine ,

V }- F VQ—’-Vﬁ de deux

s quantilés «, £ soient

mmw euemqmtiaimﬁm; uauﬂnm qula

diﬂrme\/& ill/mit__mqm rationnelle,, ce qui est
diﬂéume oit nulle (*).
ﬁtl hm-ugl-ﬁga. et

afbur 1 'mrgmmwmmw




ALGEBRE. EQUATIONS. SECOND DEGRE. j01

i .+3+W_=(V¢+V‘ﬁa+ﬁ
donclaqmnhléV.-}-VE ERVE +V/F§:-,;uh ra-

cine carrée de la quantité a1/
ea mmmnmmme aw

L

qwon puisse réduire expression v-Viu-mm
= V'p,lummu,g,d@mnkrnmm consiste
on ce que la quantité : h—lmﬂ‘ummrﬂiu-

nelle c.

_b—c'hl- Ce=12; doiz— 2* Tﬁf /5.

Vi) - m_rm
demﬁmsﬂW—,ﬁ ,/,;wiﬁ_ﬂ:g/g

mi‘t«m' 'mwi «mfiruum‘ #tre
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aiiny by + po* bl Hea - =0,
dans laquelle les lettres @, b, ¢, d, e, [, représentent des nombres
Cette équation revient a ay® - (b +-d)y -+ (ea® + ex 4-1)=0;
et si l'on .m-k”‘l =p, £ aa'+§m-].:l== Q. Véquation gé-
nérale du ueeond degré & deux inconnues prendra Ia forme
¥ 4+Py+0Q=0, i

-dans laquet!e P et Q désignent des mmde La
quantité P est da prelmer degré par rapport & x; la quan!ﬁé% est

dnseeondﬂ lia:
mmyﬁu duhumﬂladcux
mcommes

av*’+m+w+au+w+r=0 n
R m&“&-ﬂpvdﬂ 2

dont I'une est dusecond degre. et 'autre du premier degré , on peut

eliminer emm enmple A cet
effet, mﬁ-uanmtiur_.a)la valmrﬂ# Lo
e e e 13 e 2B

el si I'on remplace I'inconnue y par cette valeur dans I'équation (1),
il en résulte une équation qui ne renferme plus que I'inconnue x, et
qui est du second degré. On résoudra celte équation, que nous re-
présentonspar Az~ Br-C=0. )

Aprés avoir obtenu les racines @ =« , o= «', de I'équation (4),
on remplacera & par = dans I'équation (3), ce qui déterminera une
valeur y=£, @ew le systtme x==, y=£. aﬁ#‘ aux équa-
tions (1) et (2). rH Y

On remplacera enfin 2 par < dans I'équation (3). ce gui détermi-
nera mmv—-bawlﬁ thlptéﬂetmlr, y = £" satisfera
aux équations(1) et (2).

On connaitra alors les deux mﬁnonsque le sysﬁe proposé peut
admettre. :

Ainsi, Ton sait résoudre ummdoamaquﬁmd deux
inconnues , Pune du premier degré., Pautre du second.

200. Lorsqu'il & de résoudre le systéme de deux dgualmfu
du second degré a inconnues I’mma inconnue
entre ces deux équations conduil, GENERALEMENT, d une dquation
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du «wrd connue , liliﬁt réductible au
second ¢ ; mais £ @ une rmuaa l’ai-

. H‘%-" .
s&tvw-o Wi v'+1':%9—0 wm.
1 déduit lequation  (P—P)y4-Q—0'—0 o
mzwmmmmmmmetm.mm
deaéqgnhmwtt(m : :
Q-0 Q—0)
Léthnn(?-}donney=*—-i ®, d'oit v’w——ﬁ;

Si Yon femplace y par sa valeur dans I'équation (2, ee’ltbéwuon
devient

O PO oo
@oi (@ —QFFRQ — Q:EP-PO—FQ&;' -
ou bien Q'+4-Q*—2Q0Q'4-P*Q +P‘Q—WQ-WQ'-0 (3

L'équation @mmmbmmnue x; elle est geé-
Mﬁ- degré, puisque chacun de ses termes,
de deux ramms du second degre.

mes n esl. d'un degre snpéneur auquﬂneme Louqueles tn?:ﬂtnpﬂd’a-
tions des P,Q,P.Q, sont effectuées, elle contient générale-

' dn-hs lesquels & entre & la premiére ou & la troisie-
,.de sorte quelle nlest pas bi-carrée, et n'est pas réduc-

uble “second degré (8

”V-.ﬂ g Prﬂﬁauamddmi T
201, On a‘llf,;robwwgﬂ second dagré_.lgs_ prol;lcmes gul 5

(*) M est facile de s'assurer que.I'équation (5) est bi-carrde, lorsque les équa-
tions proposées (1) et (2) ne renferment pas de termes, tels que dy, ex, qui ne
sont que du pmmmnmmmmmﬂm (5). Apres
avoir obtenu les quatre vacines de l'équation bi-carrée, on remplace @ par
cmuwdmmm.mm chacune des quaire
valeurs correspondantes de y. Duoonnalu}orslu solutions que lo sys-
téme proposé peut admettre. '
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Etant mis en équaam (no 133}, conduisent a une on plusicurs
équations du second degré, sans qu'aucune des équations soit d'un
degré supérieur au second.

11 résuite des obmm qu'en a dmﬁim {no - i&t}. Ao que les
valewrs REELLES des inconnues qu'on pourra obtenir en résolvant
les équations d'un probléme du second degré , ne safu{mnl pas
toujours awx conditions dw probléme proposé. Car I'énoncé de la
question peut exiger implicitement que les valeurs des inconnues
soient positives, ou enliéres, on comprises entre certaines limites ;
si donc les valeurs rézlles oblenues sont, on négatives, ou fraction-
naires, ou en dehors de ces limites, elles satisferont anx éﬁua!mns
sans pouvoir résoudre la question elle-méme ;

2 Que L'on pourra.élre conduil G des valeurs imaginaires des
inconnues, sans que le probléme soit impossible ; car it peut arriver
qu'en partant d'une supposition qu'on n'aurait pas da faire , on ait
formé , pour un thlimu@tm mpossible,, des équations qui
mwmtnﬁlﬁimqnapudu vateurs' 'hndhqu'en
reclifiant l'hypothése quon avail fmls .on pmriendml. a des valeurs
lwlﬂ c)oﬁ ¥ d—ed

{*) En volci un emple Lupﬂma,nemme‘un m.,tgn
propose de trouver, suf la droite indéfinie AB, un point C dont la distance

au AMQO%MWMMMM tance au
mmm =1 méire. * e

[} SotCA=a, dou CB=a—1. 1l faut qu'on it 4:2 53 2 —1,

(l:"—H ou a*=x—1; par suite, @ :—é'nltv i—l, les valeurs de x
'ﬁ—l,i sont imaginaires. Cependam le problém lunwh;pmue,

A car si, au liew de supposer le @ situé sur le prolongement
(e AB, on le suppose placé sur le p ment de BA, on aura CB=CA +-AB
——a-i-l- la proportion sera 1:@:@:2+1, doi #?=x+1; par suite,

a:=+ ;+13 les valeurs dex m’fﬁfu I'une d'elles, #:t’;t-ﬂ
uupodlmetdd un po!ntqu.l résout: la question. Si V'on suppose le
point € placé en onmnﬂl—-nn—-ca-i—m la proportion sera

lizuz:il—a, dolt m':s:t-—-m pu-sum, m_—~:l:\/-—+s- Iaeahm

dumlmr&cﬁu;ﬁu&ﬂs r=": "l':l/i

mine un point qui résout la question.

est positive et déter-
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202. 1er PropLins. Un négoeiant a placé 50000 fr. dans un com-
merce o il perd. Il voulait se retirer dés la premidre année ;
mais en ayant P'occasion , et ne Payant puﬂfﬂiwcr qua
la fin de la demftﬂ& , il imm que son capilal inué
de 000 fr. de ce.qu'il était a la fin Wmes .

On demmk @ combien pour cent montait sa perte p

ons par A la valeur i la glle le capital était i la fin
miére année, par B la valeur du capital & la fin de la deuxiéme

année , et par & la perte que 1 fr. de capital éprouve chaque année;

de sorte quau bout d'un an chaque franc de eapm} est rédait 2
ifr.—m.

A l'expiration de la premiére annee le capital 5oano ﬁ' était done
réduita (1— 2) X 50000= A ; il en résuite que le capital , qui avait
encore la valeur A au commencement de la deuxiéme année, a élé
de nouveau réduit, & la fin Ge Ia deuxiéme année, & la valeur

B=(l —2) A= —2) X 50000.

Or, ladlﬂ'émme des valeurs A, B, est de 8000 fr On a doue
I'équation
: (1—¢)xm—(t-mrscmmm )

Diristnt Wm les deux membres de celle équation, et remar-
quant que (1—z) est factenr du premier membre , on a

(1) (t —A2)= g5 doil T—zdgb=0 (2)

équation dont les racines sont £'=0,8 et 2°=0,2.

Si I'on admet que la valeur '=0,80 exprime hpeﬂa]pe 1 fr.
éprouve par an, la perte annuelle pour chaque centaine de francs est
deé 80 fr., c'est-a-dire que la perte est de 80 p. 100. EL, en effet, i
raison deSOp 100 par an , ia perte sur 50000 fr., & laﬁndclnpre-
mitre année , est de mrr de sorte que le capital est réduit a la
valeur A=10000 (r. au commencement de la denxiéme année; en-
suite, & raison de 80 p. 100 , la perte faite sur ces 10000 [r,, & la fin
de la deuxi¢me année, est de 8,000 fr., conformément aux cundmous
del’ énone&;

Si I'on admet que la valeur @ = 0,20 exprime la perte que 1 fr,
éprouve par an, la perle annuelle pour chague centaine de francs
est de 20 [r., ¢esta-dire que la perte estde 20 p. 100. Et en effet, a
raison de 20 p. 100 par an, la perte sur 50,000 fr., & la fin de Ja pre-
miére année , est de 10000 fr.; de sorte que le capital est réduit & la
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valeur A = 40000 fr.; ensuite, i raison de 20 p, 100, la perte faite sur
ces 80,000 fr., a 1a fin de la denxiéme année, est de 8,000 fr., confor-
mément aux conditions de I'énoncé.

‘On voit done que le probléme aammmmmm.
qui sont données par les deux racines posilives de rmm du
second .

203. 2¢ Pmdnu Trouver wn nombre Mw‘eiujwmu%més
i son carré, Uon ait la méme somme qu'en ajmmmttmm

“‘_ucqtr",“:?“ i

décuple.

Soit  le nombre cherché; uhutqumw,.+ﬁ.-taau+9
ou 2*—1024-25=9, ou (¢ —35)*=9. De la 2 —5==t|/9==3.
Done &'=5-+3=8, 3_5,-3.;2

R AT T T

- 20¥. 3¢ an.hu Lu ruimnt ctﬁamampoamlum
plaeds i une distance de 1 hectométre , on' frouver sur
ta droite indéfinie AB un point C égatmm Jc(afrd par les deux
lumiéres , sachant que Uintensitd de la lumidre A est 9 fois plus
grande que l'intensité de la lumiére B. S -

Pour résoudre le probléme on s'appuie sur ce principe daphysl-
que : que Ceffet d'une lumiére est 4 fois plus grand lorsquelle est 2
fois plus proche, 9 fois plus grand lorsqu'elle est 3 fois plus pro-
- che, et, en général, que sor cffet est en raison inverse du carré de
| la distance (Alg. de Clairaut ).

Prenons pour mesure des intensités des lumiéres l'intensité de la
f‘ lumiére B & 1 métre de distance du point B, Les intensités de Ia Iu-

adi

Sl b b o

uuémli,hi! Bie ,umétres du point B, seroutexprhntes par les

noprhmp;,_.—o_. .—; Liintensité de la lumitre A , a 1 métre de

: distance du point A, sera exprimée par 9, en vertu des conditions de
3 I'tnoneé. Les intensités de la Jumiére A, 42,3, ..., méltres de dis-

tance du point A, seront exprimées par Jes nombres ; ._' g_, etc.

(*) Les deux problémes qu'on vient de résoudre montrent Vwtilité de l'in-
troduction des expressions négatives dans les caleuls, pour la vésolution
complite des problémes. Si I'on admettait seulement une détermination arith-

métique pour la valeur du radical L9, ce serait le nombre 3. On obtiendrait
seulement 2—5 =3, d'olt 2==8; l'onne déconvrirait pas la valeur positive
x=2, qui provient de la détermination algébrique = —5=-=—3, el qui résout
directemént le probléme.

|
|
!
|

Lr..g e e — B a R I g e = . | e
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Pmmnthmnewréedudeux mmhmﬂﬂ'équﬂﬁ'n(i) on
olu.ienl. lm z“iz' euﬂ-&mw Ton a i resoudre les

deus équatim dupremier degré —

.lAr.stdeTSmtma maisanoﬁlmﬂeﬁslennsecohdpomt-c
galement éclairé smmlmuveéiﬁﬂmelrudnpmmlmrlﬂpm-
Ionmwmﬂmium mmm&wm@w

- 3N
"

i b e e

i est iimm'énﬂﬁ‘que chacun de cudenxpomlsoslégp]e-
ment éclairé par les deux mqiaa. mle.,pmeg-rmzue

laimmay!mpt—;a-,—-ﬁ. et Vinténsité de la lu-
miére Bestanui\:ydm&w gei+ puisque le pmnl G sté 25

métres du point B. -
Pour le point €, ];iphnsue de la lamiére A ﬂl uprméa par
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iﬁo? — st "iw =

W puuquele'poin.lr&' ub‘&ﬂlﬂ&mf

205. Si-l'on Myﬂ nmm»h dis&uleq.m‘.==y, dou
AC=100— 1y, on formerait l‘éq

(100 — y!‘ - ;‘ ‘
v =19, d"ml ﬂbﬂ:!l
On réeondmtlegdmx équations @pﬁw _*1':1“4..3
100 ;_!;,‘-,_;_3
La_ premiére a_ pour rmﬁbaﬁg la Wm pour racine
y'=—50.
La racine posiﬁray —95 fait connaitre qu'il existe entre A et B,
a 25 métres du point B, nnpemtﬁé&ulmntéﬂairé par les deux
lumiéres. S S
Quanléﬂa,r&eh&mﬂﬁﬁv .y"~=-—-—50 on peut’ mmwm
“du probléme en npphquapl. ici la convéntion déja mo—
ti\‘ébtnm 144 ; ainsi , parce que la distance cherohée y" se présente
sous la forme d'ume expression négative, on portera la valeur
absolue de cette distance , ou 50 métres & partir du point B, dans un
sens confraire @ celui gwelle aurait dii prendre si elle avait été

% est aussi elpﬁmée par

 positive ; on obtiendra sur le prolungemenl de ABm’p@mlG‘qm

satisfait 3 Ja question.

206. Résolvons le méme probléme d'une maniére générale. Con-
naissant le rapport des intensités de deux lumiéres placées aux
points A, B, dont la distance est donnée, trouver le point de la
droite indéfinie AB, o les deux lumiéres ic'lasrmt également.

Soient ¢ =m"le rapport donné; AB=a la distance donnée;
AC = x la distance du point A an pomt cherché » ue nous sup-
posons d'abord placé entre A et B; d'oi m_a‘p_,-;-

Si l'on pm:d' pour unité I' intennl.éq; la lumiére lﬁp}umtédedls-
tance, il f-ndn quql'mleqté a de la llm&re ‘A au’point C soit

égale a ¥ intensite ———, P 1un§€ﬂ'n;u’pmutc‘nelsreqmﬁon
Lo me 1 -
‘?ﬂ?(&'—_x}’, ou (a_‘mj m':} 2 . (A)()

{*) On vmr"q'uu le probléme ost ramené.'..t: an&én 2 Pt;rIager un
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ﬁl-{.-l' = m 2B 5"‘(‘:]

s% pour n‘.souﬁ'c. V'équation (&),J‘hnﬁqn le. dénominateur

(a— )1, et qu'on développe le carré de a—a, ona l’éqmmﬁ
x'=a’mi+m'x’—iaﬂs, ou & — 3':-3+‘m=5 - {D)

dont les raeinensenl w=-§3 3=M (3)

S A= —:nv:--‘
Gudnxupnmmmlpulesmﬁue_ dpi'nlaurs
(€); muilmﬁmiedem;n elles §'y: raménent par la sup-
tions (E) : ce facteur cc n est m-{-fm a premiére., et 1
pour la seconde. Ainsi, Jes valeurs des racines !

0‘03—;:;(1 d'on ¥'<ﬂiﬂh$i ‘w%ﬁmﬂtjm
m
a m>Sm1, +1) , dou x')—n - ;
On obtient deux points, C, 0/, qui. xgalrmlaqnutim,.mm an
n°® 204. Ozu(2(3"4:-!"'—.':’_.——‘r —Bm thphu que, si le

ﬂl’M!—ﬂ’ﬂﬂﬁﬂﬁf}dﬁﬁn mﬁt;nudel‘nmé,k,ﬁwwn

Mnﬂ&u
1+—.. .
_nt

> 1
& N W -

—— iy

lll+'l

&

nombre bws;ﬁndqﬁpmw-—xux dont :ei"eurmm entre
ewx dans tn rapport donné q.




‘llo ; 3 ‘ ! I ﬁ i - I il .‘_I - - 4 -: et
la valenr de Mwﬂ’h Iinlhr imwl‘nmrtqﬂcmu-

sant, Mpﬁ'ﬁ : }lﬁiﬁm\l'_‘ augmente

m&éﬁnmgﬁ‘& qlehhlnrde 'daulir plus grande que
e quantié

”Mhhulﬂumdmw lonag—:u’:l

et, wm.#—-.l.emcm milmp B, résout la ques-
2 imilion doggB,

ho _...r.*:&" - = bt -
La valeur 3 Wuﬁm;dﬂ mr.[ne Ie pmntC est alors
- a !

&mhMMEMt{'ﬂme
l'l‘ll!ie.imq{l -(i"hnaun.-' +‘,x = ——sontde

Wmm Impmém ﬂmﬂfﬁ. ul’m;-—-—-«( ‘dw

.r'( Ou obtient, ma.n‘ﬁ mpu(:plu rapproché de la lu-
m&te,hlrluﬁlhle enmneun"lﬁﬁ

-'.&c' RO TR

La mmmw (—"&)-‘q; mgﬁn. On rmqmuu

comme il a été , et Ton obtiendra, sur le prolonge-
ment de BA| n:‘mﬂ:amﬂwnh question, et dont la dis-

tance au point&-,t uphmedpnr‘_‘,
oxs | AT T e
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208, Qnmﬂrxmw»umm a, en dewx
pﬂfﬁauﬂuw ‘oduil soit un maximos (%),
m‘z’y’ dunomhm E;agﬂdgdq%“
y de maniére que le produﬁxy nécessairement ‘on
changera lsﬂ\lrdcx owcelle de y, MMnmﬁ- soit
enl’augmmlan!
me@ehﬂmmmdmw
bre a, et prenonspmm auxiliaire l'excés z de la partie @
sur la qunhw. Onamxmg.,;-;,etparm,_g_i__.g_ Le

pmdni!’-wv.dmma&nhdem,utm exprimé par
a a a* :
! W‘(:§+3)X(§-=)=,“-;_5'- -
ety
Si 'on suppose =0, onag-.r:v_y et a:y='~'56. ‘Si, an con-
Lraire, onmppmzdlﬂérmtdam ltqmmés’mwujm

puutm. et le produit a:;r—-i ‘fmmndre que T Donc le

maxion due produit a liew lorsque les parties, x, Y, sont égales (**).
Mais nous allons résoudre le méme probléme par une méthode qui
fera comprendre I'usage de §'équation du second degré dans les ques-
tions relatives aux m
L'une des parties du nombre a étant désignée par x, I'autre partie
est désignée par a — 2. Soil p leprodml des. deux parties. On aura

m{a-—m}=p. ou a:*-—aa:—!—p =0; (A)

PYERTE SR T U o)

Nm-quemulmdea:mummtihqmmn ﬂfnlqnellee
soient réelles ; ﬂﬁntdoncquehqwmépmsurpmepu‘ Ainsi

Ia plus mndeulmquonpmadmauepou le produit est p==‘-:-.

ﬁvmlmqnwmﬁemwmwanpmﬂene
Diéterminer entre tous les rectangles ds méme périmétre, celui dont I’mrs
sl un marimum.
~ {**) On voit de plus que le produit des deux parties %, ¥, est d'aulant
plus grand que la différence 2z de ces deur parties est plus petite.

by
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I en résulte que les'deux valeurs de @ sont égales & 5 et par suite,
Ia valeur de a — 2 e;hm égale '&g Ainsi , lorsque le produit est

umovmmm les parties x, a —x, sont égales G la moitié
du nombre donné.

Remarquez que, si la partie désignée par 2, et qui doit toujours étre
'une des racines de I'équation (A), devenait plus grande ou moindre
que g, l:mk/ "%—p ne serait pas ml ; la valeur correspon-
dante du produit p serail moindre que - ﬂ Done la valeur pn“-xi cor-

m&m .w- diminlle nécessairement lorsqu’on
change la vnleur-mﬁ 5 soit en k diminuant-, eol!! en l'augmentant.

209, Cixquiicme Pncm.m Connaissant le produit de deuc nom-
bres, déterminer le mi ) :

&M#hyﬂﬁﬁﬁﬁ«um@@memffﬁﬁhﬂﬂm
inconnue est 5. On a ay = at, a::-i-yns Done les nombres 2, ¢,
mtlesmmesdsuqm i

2 —sz4at=0.

Or, on sait que la- \/-;-—a‘ Done, pourquelesnlenrs

de &, y soient réeﬂu et conviennenl a la question, il faut que T ne

soit pas moindre que le nombre donné a®. Par conséquent , la plus
# -

pelite valenf qu'on puisse admettre pour la quantité -1— est a*, d'ot

é—mc. §=2a.

Lorsque ce minimum a lieu, les valeurs de 2, y sont égales au
nombre @, ou & la racine carrée du nombre donné a*.

Caleul des expressions imgiiia_im.

210, On entend par le rédsultat d'une opération dans lagquelle

(*) Diterminer, enlre tous les rectangles de méme surface celui dont le
périmétre est un minimum,
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entrent des wpi' inmgﬁlmu le résultal auguel on parvient
en appliquant les Mquenmluqmﬂmpmpoeéa

WIM

SOl pt_ilelihe,” Texgaion SRaRINEE \/ —W¥.0i »
._l.==4. X (—1). Si I'on Ipp'ﬁque ﬁ cel.te égalité le principe élabli
ne 474, il viendra TR

Y lnl/llk:\f'— ou V—l#! V_T
Onnuradememel/—a'=al/—-i Enconséq;kace 01 con-

1:&!&“#‘%}‘ les expressions: e l/— ot et alV=T,
comme équivalentes.
Soit encore I‘équxuon compléte a:‘+yz:+q==0 dans laquelle

noussugposonsq>¢, et gu_.].m unaemeuonhmam—
naires. On a
mm—'g-i{m:
doit zm—--{-nV—i, a==L —n /1.
hpﬂm S e
w=+p.=+e—m'+pm+~;+n'== ~1—g 4

- i i, +3—- !Mt . b
peut élre mis 5 .

(w+,) — = (e+5) — (\(— )

et si Ton convient d'appliquer a cette différence le prmcme établi
ne N; le premier membre prendra la forme

(8560077 (e 45~V ow)i,
e Gl "(ml-l-%q-'n V-'—_l").(x+g-“ "V‘.:i) 3

il sera décomposé en un produit de deux facteurs imaginaires du
premier degré par rapport i a.

211. On ne considére pas en algébre élémentaire d'autres expres-
sions imaginaires que celles qu'il est possible de ramener a la forme
a+ b V=1, les quantités a, b, étant réclies. Lorsque le coefficient




- “H“-'ﬂ

véelles a, a, sont égales,

(TR MATHEMATIOUES ELEMENTAIRES.

b est nul, la uleurde l‘expmsion by — ,qmdevienw xV/' -,
est considérée comme nulle ; unn.hqmuuk a+bV —1 estégale
a a, lorsqu'on suppose b=0; par ol Ton voit que les quantilés
réelles se trouvent comprises comme cas particulier dans les
expressions imaginat‘ru de la forme g+ b \/-—- :

Si I'on pose légalité e+ bl — t=a'+-4 /=1, on en dé-
duit, enapm.a ~régle de la transposition des termes ,
a—a=(=b.V = ésnﬂﬂ‘mtq, i moins qu'on ne sup-
puet]afega—nao.b—a=0 Amﬁ,l‘mmhn,,d‘mmdrepw
eapressions mm celles dans lesquelles les parties

¥ WM en
outre égaux, '

Ilen r&mlte que léquauon lunguq a-i-bl/— 1=a+b \/h- i
équivaut au systéme des. a=da, b=1V.

On appelle expressions imaginaires comucutn deux expressions
imaginaires qui ne différent que par le signe du coeflicient de }"—1.
Telles sont lesexpressions 430/ —1 et 4—3V/ —1.

On appelle mobure dune expression imaginaire a-4-bV/ — 1,
la valeur numérique de la racine carrée de la quantité a*-}- 1%, c'est-
a-dire de la somme des carrés des deux coeflicients. Deux expres-
sions imaginaires conjuguées ont donc méme module (*). 2

Pour que le module Vu'»-{-b’ de T'expression a~-b V=1 soit
nul, il fant qu'on ait @=0 et b=0; il faut domrque I'expression
imaginaire se réduise & zéro. Réciproquement , si lw'imngu-
naire a0/ —1 est nulle, ¢'est=a-dire si I'on a =0 el b=0,l est
evident que le module est nul. =

22. La somme , la différence , le prmm et le mfmu d'expres-
sions de la forme a+b|/—— 1, sont. des e;cpruswns de méme
forme, A+BV/ —1.

by

(*) Deux expressions imaginsires différentes et non conjugudes peuvent
avoir méme module; ainsi les expressions ’J+"0|/ =1, !t—hl«’—h ont

I'une et lautre pour module 13 quantité L7150 =1/ +-81 = L7191 + 0.
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Sila premiere partie était placée au taux de la seconde, elle produirait
wn revent de $00 fr.; et 5 !n seconde partie était placée au taux de la pre=
micre , elle produirait t u de 900 francs.

n proposc de er les deux parties du capital et les dewx tausr.
R, 10000 fr. et 15000 fr.; 2 6 0/0 et a 4 0/0.

V. Partager le nombre 50 en deux pc;d.;;"' telles, que la somme de lenrs

quntriémes puissances soit égale & 070000,
(Prenez pour inconnne auxiliaire la dr‘_ﬂ"zrenct des denrx partics demandées.)

R. 20 et 30.
VI. Une équation bi-carrée , & cocfficients rationnels, ayant été résolue,
on a.obtenw les § valeurs x=x=) 81/ 38,

Quels étaient les coefficients de l'équation bi-carrée?

VII. Z'rouver les racines de l'équation

a4l S el T sl e —o. “R.2eta.

VL. Trouver deux nombres tels, que la somme de loeurs carrés soit la
plus petite possible , et que-le produit de ces nombres soit égal & 100.
R. Les denx nombres sont égaux a 10 = [ fo0.
1X. Parmi les rectangles qui contiennent 100 métres carrés, déterminer
celui dont la diagonale est la plus petite possible.
R. La base et la hauteur sont égales a 10 = /150,
X. Partager le nombre 800 én deis parties telless que la somme formée
des racines carries des ves parties  soit la-plus grande possible,
- R Les denx pacties doivent étre égales.

s N
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CHAPITRE CINQUIEME.

PROPOSITIONS SUR LES NOMBRES, — PROGRESSIONS,

216. Les puissances successives d'un nombre plus grand que
Tunité croissent au deld de towle limite. :

Soit un nombre a==4-=d, enlier ou fractionnaire, plus grand
que l'unité; et g une quantité donnée,aussri"gr'anﬂb"ﬂ‘on'- voudra.

Quelgue petite que soit la différence d , je dis qu'on peut déterminer
une valeur du nombre entier n qui satisfasse a linégalité a">> q.
Eneffet, on a a—1=4d,
d'on at —a > a ]
a —a*>d,
et —a>d,
e —at>d,

Si I'on ajoute les premiers membres a'— 1, a*—a, . . . a"—a",
leur somme a"— 1 est évidemment pius grande que la somme des
n seconds membres, quel que soit le nombre entier n. Par consé-
quent 'on a toujours

a"—1>nd o a">1-4 nd.

Dongc, pour aveir a" > g, il suffit qu'on ait

14nd>gq, on u>id:-!.

ce qui se peut toujours.

Ainsi, quelque peu différent de I'unité que soit un nombre a, plus
grand que l'unité, la quanlité " croitra en méme temps que n , et
gourra surpasser toute grandeur assignable.
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217. Les puissances successives d'un nombre pluspelit que U'uni-
{é s'approchent indéfiniment de zéro.

Soit @' un nombre plus petit que 'unité, el & une quantilé donnée
aussi petite qu'on voudra : je dis qu'on peul déterminer une: valenr
du nombre entier %, qui satisfasse i Uinégalité

< Ty
En eﬂ'et', désignons par a la valeur du quotient E:—.- , de sorte que
agd=1. On agra a>1;ad"= (:_l)'.=$. Or, pour que
I'inégalité (1) ... % < 4 soit vérifiée, il suffit de satisfaire a l'inéga-
lite a* > }-; ce qui se peut toujours ( n® 216),

218. On peut toujours déterminer Pixvice de la racine d'un nom-
bre plus grand ou moindre que lunité, de manicre que celle racine
différe de Uuxiri qussi pew qu'on le voudra.

1° Considérons un nombre ¢ > 1. Soit zeva. on a" = q.

11 est ¢lair que le nombre & sera plus grand que 1.
Désignons w&wm‘ﬁu donnée , aussi petite qu'on voudra. Je
dis qu'on peutdétermner une valeur dn nombre entier n, gui satis-

m-iwwfz‘dr
n
En effet, il suflit pour cela de salisfaire a Vinégalité Vg << 1+ d,
laquelle serait vérifiée si 'on avait (1 4~ @) >> ¢ ; ce qui se peat tou-
jours, en prenant “>q-;i (n® 246).

n
2 Considérons un nombre /< 1. Soit 2= V7, on 2" = 4
* 1i est clair que le nombre 2 sera plus petit que 1. '
Désignons par d une quantité donnée , aussi petite qu'on voudra.
Je dis qu'on peut déterminer une valeur du nombre entier 0, qui sa-

tisfasse a linégalitée 1 — V7 < d.

En effet, il suffit pour cela de satisfaire a l'inégalité 1 —d <C Vs,
laquelle serait vérifiée si I'on avait (1— d)"<d;ior,'on a yn
(n°217) qu'il est toujours possible d’oblenir une valeur de n qui sa-
tisfasse & celle derniére inégalité.

Le principe est donc démontré.
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Progressions arithméligues.

219. Paleur d'un terme d'un rang déterminé. Soient a, b, ¢. d, ..,
h, k, I, les termes d'une progression arithmétique (page 112), com-
posée de n termes, et dont la raison est désignée par r. On aura

b=a+r, c=btr=a+2r, d=e4r=atir,..,
o  l=a4(n=1)r. (A) (")

Si'la progression est croissante , le nombre r est positif. Si la pro-
gression est décroissante | les égalités précédentes subsistent, en ad-
metlant que r représente une &pmon negatwe

On aurait de méme B "

k=l—r,h=k—r=I1—2r,,..0=I1—(—1)r.

Si 'on prend successivement pour inconnue chacune des quantités
a, ¥, . I, les trois antres élant données, on résoudra qualre proble-
mes au moyen de I'équation (A), qui sera du premier degre.

220. Faleur della’raison ; insertion de moyens. Qu'on propose ,
par exemple, de former une progression arithmétique qui ait pour
éxtrémes les nombres donnés a, 1, et qui se compose de n termes; ou,
ce qui signifiefla méme chose, qu'on demande d'insérer entre deux
nombres donnés un nombre déterminé de moyens arithmétiques;
le probléme sera résolu lorsqu'on connaitra la raison, r, de la pro-
gression demandée. Or, on obtient, par I'équation (A), la fermule

S = )

etsilon pose n—2 —=m, doin—1=m+1, celte formule de-
P

vient f=m—._l:; -

le nombre m désignant le nombre des moyens & insérer entre a et [.

De li on conclut la régle donnée en arithmétique (page 113).

991. Si l'on insére un méme nombre, w, de moyens différentiels

(*) La formule (A} se tradult par P'énoncé du premier principe donué en
arithmétique (p. 112).
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enlre les termes conséculifs d’une progression arithmétique donnée
S b.c.d . k.1,
dont la raison est J, dcn résullera une seule progression continue

ayant pourﬂ@on m:-'t
Car la raison de la prem:ére prasrmnn partielle dont les extrémes

sontaet b, es;égalctm_’_ - + g 1 la raison, pour les pro-
gressions partielles suivantes , est exprimée par

c—b d—e I —k
m4+1" m41" " mF1

Donc, les differences | —Fk, ... ¢ — b élant égales a4 par hypothése,
toutes les progressions parlielles ont une méme raison égale a

m:;- 1 et le dernier terme de chacune d'elles est en méme temps le
premier lerme de la suivante,

222, La somme de deux fermes également distants des extrémes
est égale d la somme des exirémes. Soienta et leslermes extrémes
d’une progression arithmétique dont la raison est r.

Désignons par 2 la valeur du terme qui a p termes avant lui, et

par y la valeur du terme qui a p lermes aprés lui. Les lermes z, y
sont des fermes également distants des extrémes a, 1. Ona

x=a-pr, y=Il—pr; doi zrty=a-l.
Somme de tous les termes d’une progression arithmeélique.

223. Représentant par s la somme des n lermes de la progression
arithmétique dont les extrémes sonta et I, on aura

a--1)n (B)

§ = 9

En effet , on a
s=a+(a4r) .. Hatpr) o A (—pr) 4 0=r)+6 1)
on a anssi

s=1 4 (l—r) ... (l—pri-... - latpr)+ ... + (a47) +a. (2)
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Ajoutant ces deux égalités membre 2 membre on obtient

= (aHl)xn, doi s=LEF DN

Si Fon prend successivement pour inconnue chacune des quantités
sy m, a, L, les trois autres étant données, on résoudra guatre proble-
mes au moyen de I'équation (B), qui sera do premier degré.

224. Entre les cing quantités a, r, n, I, s, on a les deux relations

(A) I=ad-nr—r, (B) 2s=an-il;
de sorte que, si l'on prend pour inconnues deux de ces ¢ing quan-
tités, on aura deux équations (A) et (B) entre ces deux inconnues.
Aprésavoir trouvé lasolution commune aux deux équations, 'on vé-
rifiera si les valeurs obtenues peuvent convenir  la question relative
a la progression arithmétique.

Lorsqu'on prend de toutes les maniéres possibles deux inconnues
parmi les quantités a, 7, n, I, 8, on esl conduit & résoudre diz pro-
blemes distinets.

Deux de ces problémes conduisent & une équation du second
degré.

Si r et n sont inconnues, I'équation (A) est du second degré a denx in-
connues ; mais I'équation (B) est da premier degré a une seule inconnue,
n; de sorte qne » étant donné par cette équation (B), I'équation (A)
n'est plus qu'une équation da premier degré a une seule inconnue, r.

Sia et u sont inconnues, I'équation (B) est du second degré ; mais l'é-
quation (A) est alors du premier degré a deux inconnnes.

11 en est de méme encove lorsque n et / sont inconnues.

Dans tons les autres cas, les équations (A),(B), sont 'une et lantre du
premier degré.

On voit par la que la résolution d'aucun de ces dix problémes, ne con-
duit & une équation d'un degré supérieur an second (n® 109),

Nous avons rassemblé les résultats dans le tableau suivant.
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DONNLES. | INCONNUES, VALEURS DES INCONNUES.
- q e =
1 |a,r,n { A l=a+ (u—l}r,c_-.;u {in-'—(u—l)rl..
- ; Qe —nin—1)r : 8:-]»:;&:-—-!)?
Ey Py a, a= ™ ¥ - %n o
: -
m|drn @, 5 a=l—(n—A4)r, s==n lu—(n-—.-l-)'r.
]
: l—a
wla,éon Hr u--'-l. 5 -
2(s —an)
iv a, 5, n L l==:-—¢. m
2 %, =)
vi| i, s, ., T a_;-.--n‘. rn;—[u—_—-l).
H , e | 27 LGNS SR
wii| a, l, r n, & u———-r—-[- o - 7 -
e -hi B e e e e e el
- v
vie| @y s, ¢ | m,d r s y I=at-(n—1)r.
2r
x| 4, s n; a (r-l-l!):l:l/!(:'i-!h S q=!—u.n—l)r.
1 n 2 (l-l-a) (l—-u)
X | al s n, r -¢+ .l—{l-l-l) . l

Il est clair que les valeurs obtenues pour n, dans les quatre der-
niers problémes , ne devront étre admises qu'autant qu’elles soient
enilidres ef posilives ; aulrement, le probléme relatifa Ja progression
serait impossible.

225. On peut remarquer que si dans la formule

=
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. s
s=gn 33.:-1-{:.-—1):»} i

obtenue au premier probléme, on suppose a=1, r=2, c‘est-a-d:re
si I'on considére Ia progression

21.8.5.7.9. .. {142m— 0},
il vient s=n*. Par conséquent, la somme des nombres impairs
conséculifs, @ pcrﬂr de l'unité , est égale au carré du nombre des

tqrmu additionnés. Par exemple , la somme des 100 premiers nom-
bres impairs , est égale & 10000,

carrés dont la somme soit un i‘.’k‘ﬁ chomt un nombre
impair 1--2n qui S0it un carré ¢*, ee nombre mpd%mwdé
de n nombres impairs, dont la somme est égale a n*; et I'on aura
et =(n4-1)* pmsthmau‘}-q’uth somme des (n --1)
premiers nombres impairs. Fwg.
Oaa._ggrmempfe ‘lﬁ!l=ll’=i-—[—"><60 et 60‘-{—11':-81’

Pragmﬁon: gdomdlriquu.

236 Faleur d'un terme d'un rang déterminé. Soient a, b, ¢, ey
h, k, 1, les termes d'une progression géométrigue (Arithm., pag. 114),
composée de n termes, et dont la raison est désignée par ¢. On aura

. b=aq, c=bg=ag’, . .. et l=ag™". L {4A)
Selon que la progression est croissante ou décroissante, le nombre
q est plus grand ou plus petit que I'unité, et réciproquement.
. [} | l '
On k== A=—=—, ... a= .
a aussi 7 Fit a =

Si l'on prend successivement pour inconnue chacune des quantités
a, g, n, I, les trois autres étant données, on aura guatre problémes
dont la résolution se raméne a celle de I'équation (A).

Celtte équation est du premier degré lorsque I'inconnue esta ou [ ;
c'est une équation & deux termes, ¢! =-£~ , lorsque g est Iincon-

nue; on a alors qa=‘/%.

Enfin, lorsque n est inconnu , on a a résoudre une dquation dans
laquelle une quantité donnée , q , est affectée d’'un exposant incon-
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ne, n—1; cesluqnmmupedguﬁounﬂmum()

227. Insertion de moyens. Sil'on propose dinsérer entre deux
nonibres donnés un nombre déterminé, m, de moyens proportion-
nels, c'est-a-dire de former une progression géomélrique qui ait
pour extrémes les nombres donnés a, 1, et qufwse dem4-2

te 1 uléq=\/§resout la question , en delerM la

r’imnq de la pwdamndu Car n=m--2, d’o& u—i—m—l—l.
- e

Cemm-ndmneqn\/ le nombre m désignant le nombre

dles moyens & insérer entre aet I Delaon conelut la régle donnée

L en arithmétique (page 116).
938, Si I'on insére un mémenombrc, m, de fﬁoyem proporlion-

_ nels entre les termes conséculifs tl'uns pn’a&iﬂn‘ géométrique
\ donnée _

L& Y e SR
dont la raison est r, il en resnila ? une ¢ mupmnrwin conlinue

awmw B
Car Ia raison dela premléra progmmn partielle dont les extrémes
sont @ e!‘ﬂﬁi‘ﬁ‘ak!‘/‘i’a- \f;’ ‘la raison, pour ur les progres-

sions partielles mml.u est upnmee par

P P W S A A SR R g ——ty

(*) On peut résoudre U'équation wpoumidk.q“":'i, au moyen des
propriétés des logarithmes ( Arithm., p. 119 ).
En effet, on a log ¢ "=(n—1) log q, et log (é):h‘g I—1log a.
1l faudra donc qu'on ait
(n=1) log g==log § —loga; d'oh .,.;.,:L@,%:ﬂ_ﬁ_f,

Diailieurs, si dans I'équation (n—1) log ¢=log I—log a, V'on considére

log I—log a

log q comme inconnu, on en déduit log = =4 ; donc, lorsque la

raison est inconnue, elle pewt dtre caleulée ¢ Uaide des tables de loga-
Fithmes.
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Done, les qnol.ienlsl— b ’élant égaux a r, par Inypothase

loutes les progressions partielles ont unememe raison , égale a Vr |
et le dernier terme de chacune d'elles est en méme temps le premier
terme de la suivante,

229. Différence de deux ternes conséculifs. Dans une progression
par quotient , la différence de deux termes conséculifs est variable ;
et, si la_progression est croissante , la différence enlre les deux
dmﬁr‘i termes est plus grande que toutes les différences précé-
denies. De plus, si le nombre des lermes d’'une progression géomé-
trigue eroissante n'est pas limité, la ﬁﬂrmu de dewx termes con-

WNMMnglou!emma s
En effet, si nous représentons par ¢¢” un terme quelconque de la
rnsreslon le terme suivant sera exprimé par ag"+'. La différence
dé ces deux termes ulifs sera ag™ (¢ —1), ou bien ag" (1 —gq),
selon que la progression sera croissante ou déeroissante. Dans les
deux cas, la valeur de cetle différence change nécessairement, en
méme lemps que Ja valeur attribuée a n ; c'ut-g-shm qu'elle change
continuellement avec le rang des deux termes que Ton ¢ compare.

Si la progression est croissante et terminée au terme qui a n termes
avanl lui, la différence ag™ (g — 1) des deux derniers termes est plus
grande que la difference ag™(g —1) de deux autres lermes consécu-
tifs quelconques, puisqu'on a n>n', et ¢" > ¢"', le nombre ¢ étant
plus grand que I'unité.

Enfin, si la progression est croissante, et si le nombre des termes
n'est pas limité, la quantité ¢" peat croitre au deld de tonte li-
mite (n 216); on peat donc déterminer une valeur du nombre en-
tier n assez grande pour que le produit ag"(q — 1) surpasse une
quantité donnée , aussi grande qu’on voudra.

230. Entre deux nombres downés, al, on peut insérer un nombre de
moyens tel , que la raison, q, differe de Uvuite aussi pew gu'on voudra; et
par suite, on pout toujours insérer entre denx pombres donnés un nombre m
de moyens tel , que la différence de denx termes consécutifs soit moindre
qu'une quantité donnée, quelgue petite que soit cetle quantité.

En effet : 1* on peut toujours déterminer Vindice m+4-1 de la racine du

nomhre (i) de maniére que cette racine ( qui sera la valeor de ), dif-

feve de I'unité aussi peu qu'on le voudra (n® 218).

29 Soit « le plus petit des deux nombres donnés, «,/, On aura - > 1
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m+1
d'ou ..._> 1. Si l'on mﬁdém d'abord a comme le premier terme de

la pwgresnon demandée, dont la, raison incounue utdangnhpr 700
-1

aurag=1\ L.d‘ou g>1. hmyammmm«.

Maintenant, soit M la valeur d'un moyen qunlmmqu. et M' Ia valear
du terme qui suit M. Ona W=NMg.

11 s'agit de satisfaire a 'inégalité
M'—M <4, ou M (g—1) < &, a
quelque petité que soit la quantité J.
Or, M étant moindre que /. on a M (3—1) < {g—1){; donc pour que
linégalité (1) se vérifie, il su.ﬂat qu'on satisfasse a_l'inw

(g—1). I<d, ou g—1< —‘;
la question est donc ramenée a insérer wn nombre de moyens tel | - que
l'excés de la paison q sur Lunité soit moindre quela quantict donxu? ; et
l'on vient de prouver (1) que cela se peut toujours.

D_'m_'_“llm,__ 3 si I'on renverse la progression croissante

T B B S e ol
il est clair quion a la progression décroissante
sabd toe Ml M 5 agTe
dans laquelle la différence de deux termes conséentifs, M/, M, est moin-
dre que d.

231, On voit par la qu'il est possible de former une progression géomeé-
trique d'aprés laguelle on passe du nombre « an nombre /, par une série
d'accroissements qu'on peut rendre aussi petits quon vent, de sorte que
les termes croissent par degrés presque insensibles.

Par conséquent, Si un nombre donné N est compris entre les deux nom-
bres donnés a,), on peut toujours insérer entre a et l, un nombre de moyens
géomitriques gui soittel, que Uun de ces moyens différe de N aussi pew quon

voudra.

La différence entre N et I'nn des moyens insérés, pourra étre ren-
due plus petite qu'une quantité quelcongque donnée, 4.

Et en effet, insérez entre o et { un nombre de moyens tel que la diffé-
sence entre deux termes consécutifs de la progression, soit inférienre a 4.
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Désignons par M le plus grand des termes moyens qui sont moindres
que N. Le terme suivant ', sera égal a N, ou plus grand que N.

Sil'on a M'=N, le probléme est résolu; c'est-a-dire qu'on a introduit
entre a et / un terme précisément égal a N.

Si 'on a M<N<M', le probléme est encore résolu ; car les ahﬂ'émcea
N—M, M'—N sont moindres que la différence M'—M, qui est elle-méme
moindre que &,

232, Eutre les termes consécutifs d'une progression géométrique donné

0 atblesdi.ihikil,
on peut insérer un nombre de moyens tel, qu'il en résulte une nouvelle pro-
gression, dans laquelle se trouvent des termes qui différeront aussi peu qu'on
voudra des nombres entiers consdoutifs compris entre a et | ().

Car si 'on veut approcher a moins de &, W-& mombres en-
tiers dont il sagit, quon msere dans les deuzx derniers urﬁm, ki, un
nombre de moyens tel, que la différence entre deux moyens conséeutifs,
soit moindre que J(n° 230) ; et qu'ensnite on insére le méme nombre de
moyens entre a et 4, puis eatre bet e, ... enfin entre 4 ct ln 90 fomera
ainsi (n® 238) une nouvelle progression.

@) Salagiie.lbrbgites Rohgiisk sk,

dans laquelle deux termes consécutifs guelcongues auront une difiérence
moindre que 4. Car cette différence étant moindre que 4, depuis k jus-
qu'a 4, est, a plus forte raison , moindre que & pour les termes qui pré-
cedent, depuis a jusqu'a k (n° 229),

Done; si I'on considére un nombre entier N, compris entre a et /, ou
bien ce nombre sera 'un des termes de la progression (2): on bien dans
la progression (2), se trouveront deux moyens consécatifs M,M', qui
comprendront entve enx le nombre N, et qui n'en différeront que d'une
quantité inférienre a J. .

Soit, par exemple , la progression =31 110100 10007 10000, entre
les termes de laquelle on voudrait insérer des valeurs approchées des nom-
bres 2,3,4,...14,12,...0999, & moins d'un milliéme d'errear. On peut pron-
ver que la condition serait remplie, si V'on insérait un nombre de moyens
marqué par 10", ou, i plus forte raison, un nombre de moyens plus

grand encore, tel que le nombre it

933, Le produit de deuz termes également distants des extrémes,
est égal au produit des exlrémes.

(*) On a déja vu dans P_Arithmétiqus (p. 121-122) I'énoncé du principe dont
nous donnons ici la démonstration.
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En effet, le terme 2= ag? a p termes avant lui; le lerme y IE:’—’

a p lermes aprés loi; ce sont deux termes également distants des ex-
trémes a , 1; et l'on a pour leur produit, ay=al. .

k] .
Le produit P de tous les termes est égala b(a X I)*. Car on a

P=axaq><aq Wonu OGP X o es xqf, x...x%x—éxi. 1)
on a aussi ;

I i i
P=l)__<?-><q—;>< E;x - X aghx.. Xaq chxa (2)

Multipliant ces deux égalilés membre & membre , on obtient
T -t . -
P=(@x ", dot P=VT@ax . (B)

Somme de lous les termes d'une ﬁaﬁmu'-maﬁqm.

234. Soient a le premier terme, ¢ la raison, n lenombre des termes
et sla somme de lous les termes d'une progression géométrique. Ona

s=a-taqt-ag+.. ~4-ag"=al4gH 4 A =alg g gD
Or, ona vu (n® 21 et 45) que
1 g+t g™ =’,—‘_—i;.= %_;13.
Done

[ o 1 PR . oo
"=“( g—1 ) g=1"q—1’
ma(120) = (%)~ (5% ) o
=)~ \i=) (i)
Si I'on désigne par 1 le dernier terme de la progression , 'on a
l=ag"*(A), dou lg=aq";
et les formules (C) deviennent

e RNt .
= R =i =) -
Ce sont les formules qu'on a déja obl.enncs (Arith., pag. 115, 116),

en remarquant que I'egalite
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:=-a+¢q+aq’—{- AL 1
donne o =0+ 0g et iy 2

de sorte qu'en retranchant membre & membre la pmmére egalité de
la seconde, lorsque la progression est croissante , on a

sq—s, ou s(g—1)=Ilg—a, dot s= ?:: ;
et qu'en retranchant la seconde égalité de la premiére, lorsque la
progression est décroissante , on a _
- f,

$—8q, ou ‘ﬂ"—‘!)-s_IQu d'ou 8‘_ ‘__q

235. Discussion.1° Lorsqu'ona g >>1, sile nombra des termes
west pas limité, on pourra toujours additionner un nombre de

termes tel, que la somme surpasse lowte quantité donnée ; car la
quantité g" pouvtn&ﬂﬂhﬂmd! toute limite (n* 216), il en est

de méme de laquanul.e (-—T)q » et dureste ( ) iT 3.

2° Lq_rl_g‘lhnag=l.laaomme
s=0(+9+¢"+.. +¢")

se réduit évidemment 4 8 = a X n.

Ly
-

Bansce cas, la l’ormules=n—1—-ldonne8=-= g, cela tient a

ce que les deux termes de la fmmp qui exprime la valeur de s, ad-
mettent le facteur commun (¢ — 1), qui s'annule lorsqu'on suppose
g = 1. Etsi, avaat de faire cette hypothése, on supprime ce facteur
commun, ¢ e:mb-dlre si Ton effectue la division mdlquée on re-

trouve
s=a(l+ 9+ ¢+t g
el par suite, s§=a X'n, lorsque g =1.

a

'

3° Enfin, lorsqu'on a ¢ <1, Ia somme des termes de la progres-
sion décroissante augmente en méme temps que le nombre des termes
additionnés ; mais celte somme ne peut pas croitre au dela de toute

limite. ' g sl )
imite. On contlut en effet de la formule (C)...s = (m ",
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m valeur de's s'obtient en retranchant de la quantité constante
1—q uqeqnanmé( e a')q' qui ne peut pas devenir négalive; de
som que s ng pmt’ﬁm surpamar;:--‘r

-

Dailleurs, ¢ étant moindre que 1, le résultat g* diminue A mesure
que n augmente; par eénséquent. le produit (i%q ¢"diminue aussi
i mesure que naugmente; et il s'ensuit que le reste

a a
s
ou la valeur de &, augmenie en méme temps que n.

En outre; 8i le nombre des termes n'est p m.ﬂm{m
toujours additionner un nombre de termes tel , la somme différe

de

-

i :_q aussi pew qu'on voudra. "

Gar 1a formule (C) donne - —s = (—“—)r- or, g étant moin-
dre quet, hmrhppmebemdéﬂnmldnz&wo( .
Par suite, on peut déterminer une valeur de n telle que hﬁ)
tité (H)r' soit moindre qu'une quantité donnée 4, a_nssthpe"ti'le
qu'on voudra. On peut donc toujours oblenir une somme & qui dif-

fere dam d'une quantité plus petite que toute qumute donnée.

C'est ce que 'on exprime en disant que irqeuhlunﬂcdehsommc
§ qui varie en augmentant tndéﬁnmmt On dit encore, dans le méme

sens, que la somme des termes de la progression géomeétriqué indé-
ﬁnimm déeroissante == a : aq : agh: ag’ : elc., est BGALE @

— : B
1__q (Arithi, page 116) :
236. Si nous désignons par S la limite de la somme des termes de la

progression géométrique décroissante, dont le premier terme est a, et la
raison g<1; les trois quantités a,¢,S, sont liées par la relation

a
S=Cq, ou S(l—g)=a,

-
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Deux guelconques de ces quantités élant données, la troisiéme est dé-
terminée.

Mais si le nombre § est senl donné, il est clair qu'en attribuant
arbitrairement a la lettre g une valenr meoindre que ['unité, on de-
duira de I'équation a deux inconnues § ( l—qu;'s'i?n , une valeur corres-
pondante de a. anourrn ainsi_former autant qu’on voudra de progressions
glométriques indgfiniment décroissantes , différentes les unes des antres par
leur raison et par le prﬂmer terme, mais telles, que ta somme de leurs ter-
mes aura constamment la méme L. C'est, par exemple, ce qm a lieu
pour les progressions & L

§ .

PP TS oL PO S (s tete.; 22 1,8 £ 0,18 ; 0,018 : ete.
= Aaiigias "“n.'i?iq!?( i i

S gaice los c'wmmﬂk @y 1, s, dans toute progres-
sion.paF quotient, on a les deux relationg= s = . . -

(A)ens b= ag™, %mtgl )

i

Sil'on prend de Loutes les maniéres possibles, deux inconnues panm
ces qmulés on est conduil & résoudre diz probléemes distincts.
problémes dans lesquels on se propose de trouver le
e des termes, donment lieu & des équations exponentiel-
iq {n’ 226), qu'on peut résoudre au moyen g‘u propriétés des lo-
garithmes.
- Les deux problémes ol la raison et I'un des deux extrémes sont
inconnus , conduisent i des équations complétes d'un dzgré qui est
en géncral supérieur au second.

Voici le tableau des formules relatives  ces dix problémes.
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—_————— —
DONNEES. | INCONNUES. DETERMINATION DES INCONNUES.
. algh—=1)
=1 e————
1 |agqn I, s I=ag™, ¥= @—n
. & IR
wlagn] &t | .19 1 P e ;
gl-—-l qn—1
m|lgn| as g.._‘.. e it

7 Th—he

n—1 n—i
wla,lin| g, qﬂ“- "'V-'_‘V"
V—-V

v|ao,5n g1 e T e +qi+g+1—_-.-, 1= agn=1,

a— 1
viflisn| g oa R +y~—ab. SN D, SR,

i
vi|a, lig | s m LW%-M# Lu?!-—:ﬁs a

v ayng| Lon |o—oti@—1) _ LogGg—is4tai—Loga

| - I‘"S?
| — Log (lg4 s—sq)
ix ‘. g s a, n =lg—i{g—1 - =’+h‘ 2
- a=lg—i{g—1), n s
s—a L.,s;_los'&
x| al s q, m u— n=1+4 lﬂ{t—ﬂ)——l-og{s-—tj
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CHAPITRE SIXIEME.

ARRANGEMENTS ET COMBINAISONS. PUISSANCES EN GENERAL.
NOMBRES FIGURES. SOMMATION DES PIEDS DE BOULETS.

Arrangements, permutations , combinaisons.

238. On entend par errangements de m lettres prises.n a n, les
résullats qu'on peut obtenir en écrivant n de ces m lettres , les unes
i la suite des autres, de {outes les maniéres possibles.

Par exemple, les arrangements des trois lettres a, b, ¢, prises
deux a deux, sont

ab, ba; ac, ca; be, cb.

Les arrangements de plusieurs leltres prennent le nom de permu-
tations lorsque les lettres données sont écrites foutes @ la fois, les
unes i coté des autres , de toutes les maniéres possibles.

Par exemple , les permutations des trois lettres a, b, ¢, sont

abe, ach, bac; bea, cab, cha.

Enfin, on entend par combinaisons de m leltres n & n, ceux des
arrangements 7 i n qui different les uns jlﬂ_aul.m au moins par
une des lettres dont ils se composent.

Par exemple, les combinaisons des trois leltres a, b, ¢, prises
deux & deux, sont

ab , ac, be.
Les arrangements, lels que ab, ba, qui différent seulement par
Pordre des lettres, ne forment qu'une seule combinaison.

On donne encore aux combinaisons de m lettres prises n & n, le
nom de produits différents , ou simplement produits de ces letires
nan, parce que les n letires écriles & colé les unes des aulres peu-
vent étre considérées comme représentant les facteurs d'un produit
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qui reste constant, quel que soit U'ordre dans lequel on dispose ces

n letires.

239. Nombre des arrangemenis. Pour former tous les arrange-
ments de m lettres prises 2 & 2, il suffit d'écrire successivement
ila suile de chacune des leltres données, les (m—1) leltres restantes.
On aura ainsi, par exemple; les arrangements

ab, ac, ad, ae, ele.,

ba, be, bd, be, efe.,

ca, ch, cd, ce, ele.;
el ainsi de suite.

Done, chacune des m lettres données faisant obtenir (m—1) arran-
gements, le nombre total des arrangements de m letires 24 2 sera
exprimé par m (m — 1).

Pour former tous les arrangements de m lettres prises 3 4 3,
il suffit d’écrire successivement , & la suite de chacun des arrange-
ments de deux lettres, les (m —2) lettres restantes. On aura ainsi,
par exemple , les arrangements

abe, abd, abe, ele.,
ach, acd, ac e, elc,,

----------

et ainsi de suite. 5

Done chaeun des m(m — 1) amngaments 2 a 2 fasant
obtenir (m — 2) arrangements de trois leltres, le nombre total
des arrangements de m lettres 3 t 3 sera expnme par
m(m —1) (m— 2).

En raisonnant d'une maniére semblable sur les amnsemems 4
a4, on trouve que le nombre de ces arrangements est exprimé
par m(m — 1) (m—2) (m — 3); ainsi, le nombre des arrangements
est constamment exprimé par un produwit de nombres entiers con~
sécutifs décroissants, G partir de m; le nombre des facteurs de ce
produit étant égal aw nombre des lettres gui enlrent dans chacun
des arrangements que P'on considére.

On est porté a généraliser la régle, par analogie; de sorte qu'en
désignant par A le nombre des arrangements de m leltres nin, on
aurait

@) A=m(m—1)(m—2)(m—3)X... X (m—n+1).
Pour démontrer eelle loi. nous ferons voir que, si elle est vraie
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pour les arrangements de m lettres prises (n — 1) & {(n—1), elle sera
vraie aussi pour les arrangements n i n. ;

Admettons donc que le nombre A’ des arrangements de m leltres
(n —1) & (n—1) soit exprimé par le produit

m(m—1)(m —2) X... X (m —n--2)

qui renferme (n — 1) facteurs.

On formera tous les arrangements de m letlres prises n a n en
¢crivant successivement, & la suile de chacun des arrangements de
n—1) leltres, chacune des lettres restantes. Or le nombre des
lettres restantes est m — (n—1), on m—n 1. Par conséquent,
chacun des A' arrangements (n—1)a (n—1) faisant obteniy
(m—n-}-1) arrangements de n lettres, le nombre Lotal des arrange-
ments de m lettres n & n sera exprimé par A= A'(m—n+1), ou

A=m(m—1) (m—2) X... X (mn—n~42) (m—n41).

D'ailleurs, le nombre des arrangements de m lettres prises une i
une est évidemment égal 3 m ; donc le nombre des arrangements &

a 2est égal a m (m—1).
La loi étant vérifice pour les arrangements 24 2, est vraie pour les
arrangements 3 a 3, et ainsi de suite. Done, cette loi est générale,
240. Nombre des permutations. Les permulations de n leltres
¢lant les arrangements de ces lettres prises toules d la foig, ¢'est-i-
dire # & n, on oblient le nombre P des permutations de n lettres, en
faisant m=n dans la formule (1); et I'on obtient ainsi

P=n{n—1) . . .. X2x1 = 1X2X3IXEX ... . (n—1)Xn.

Mais il est facile de parvenir directement a ce résultat. En effet,
2 lettres, @, b, donnent seulement 2 permutations, ab, ba. Pour obte-
nir les permutations de 3 lettres, il suffit d'écrire successivement i la
suite de ehacune de ces 5 leltres les 2 permutations des deux autres;
on aura ainsi 3 fois 2 permulations, ou 1< 2¢3 permulations de 3
lettres. On verra de méme que le nombre des permutations gu'on
peut former avec 4 letires est ¢gal a & fois 1 X 233, ou13¢2%3 x4,
et ainsi de suite (*). Done, en général, pour le nombre P des per-
mutations de n letires, on a la formule

)" PRSI o Xe

(*) Alnsi, quatre nombres différents, a, b, ¢, d, admettent 24 permutations.
Si a, b, e, d, sont les termes d'une proportion, par différence ou par quo-
tient, il existera 8 permutations ou 8 arrangements des quatre nombres ,
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2M. Nombre des combinaisons. Dans le nombre total A des ar-
rangements de m lettres n & n, chaque combinaison ou chaque pro-
duit de n lettres se trouve répété autant de fois qu'il existe de per-
mutations possibles entre les n facteurs de ce produit, c'est-a-dire
P fois. Soit C le nombre dcs wmbmalsous ou produits différents. Cha-
que produit donnant P arrangements, les C produits d:ﬂ'éwus don-

neront P;;(G arrangements. On a donc A=PXC, d'oi g pieb

en remplacant les nombres A, P, par leurs valeurs (I} el {2] on
oblient la formule

m(m—I1) (m—2) . ... (m—n1)

ok T R e v i

8i, par exemple, on demande combien de problémes il faudra résoudre
lorsqu'on prendra successiy t pour inconnues deux des cing quantites
5.4 .
—=10;ily aura donc d‘l.x pro-

a,b,¢,d,e, nous aurons m =5, n=23; C= is

blemes, Daus la méme.qneitim , on yeu;clemm;l‘et o;mbmnll y-lar._ira de
problémes a résondre, lorsqu'on prendra successivement pour quantites
données , trois des cing qnnnll.il‘e:s abye,d,e; alors nous aurons m=75,

4.3
n=38; C=-——=10, comme précédemment; ce qui devait étre.

1.2.3

Bﬂhm&udumﬂmmmdcmhtnupm nan est égal
au nombre des combinaisons de m lettres prises (m—un) d (m—n).
En effet, soit C le nombre des produits différents ou des combinai-
sons n 4 n: si P'on divise successivement le produit des m lettres
proposées par chacun de ces produits de n facteurs, on oblient un
nombre C de résultals, qui sont des produits différents ou des com-
binaisons (m—n) & (m—n). Or, on oblient ainsi la totalité des com-
bmmns m—n am—n; car, réciproquement, loute combinaison de

—n lettres prises parmi les m lellres proposées est un résullat
qu on retrouve nécessairement lorsqu'on divise le p’oﬂm des m let-
tres, par le produit des n lettres qui n'entrent pas dans la combinai-
son- parﬁcuhére de m—n leltres dont il s'agit.

Le méme principe peut encore étre démontré au moyen de la for-

daus lesquels I'égalité des rapports subsistera (frithm., p. 71 et 75, et 16
autres permutations ou arrangements des quatre nombres | dans lesquels ces
nombres ne seront plus en proportion. 4
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mule générale établie an numéro précédent. En vertu de celle for-
mule, le nombre des combinaisons n & n est exprimé par
.m(m—1) . ... (m~=nf1)
, A e e

ou bien

mm—1)....m—n41)X (m-—-n)(m——n-—i) 21 "
IR T n X({m—n{m—n—1)..2X1" "'

et le nombre des combinaisons (m —n) i (m — n) est exprimé par

Do (a-[—l}xa(n—-lj .3
. (ﬂ—n))(n(u-—-i) ﬁx!
Or lidentité des valeurs des e:pmons (i). (2} est endente.
puisque dans chacune delles le numérateur est le produit des nom-

bres consécutifs,, depuis 1 jusqu'a m; et que les dénominateurs sont
des produits qui dﬂému seulement par l'ordre des facleurs.

2.

Plnmnca en généml

213, PuissaNce ENTIERE 0'oN soNOME. Pour élever immédiate-
ment un mondme d une puissance dont le degré est marqué par
un nombre entier quelcongue (sans passer par les puissances d'un
degré inferieur), il suffit d'élever le coefficient a cette puissance, et
de multiplier Uexposant dont chaque lettre est aﬂ«t&w le degré
de celte puissance (*), Ainsi I'on a

- (Bath)s =8 X a¥x® X b X5 92708 a'¥ 5.

On démontre cette régle en se fondant sur les princi ipes de la multi-
plication, comme au n° 160. :

Il s'ensuit que, reciproquement, lorsque le coefficient numéri-
que d'un mondme est la puissance m'e=* exacte d'un autre nombre,
et que chacune des lelires est affectée d'un exposant multiple de m,
on oblient la racine m*=™® de ce mondme en divisant par m Uexpo-

{*) Quant au signe, le résultat a™=p sera toujours positif si m est un nom-
bre pair; et p aura le méme signe que a si m est impair (n® 64),
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sant de chaque lettre, et en multipliant le résullat par la racine
mhme dy coefficient (*).

Si l'on a, par exemple, 8™ X at Xb*=8" X a=™ X pm

m L} [ T
on en conclut VEFE=VE X a» X bﬁ.-usq'_be ;
car (8 a” BE)m =Bm qamplm —gm ahpk,

Pour former la m®® puissance d'une fraction , il suffit d'élever
d la m*™® puissance chacun de ses dewx termes. Ainsi'on a
Ba®d (8a’®)*  32768a'%h*
(é"cﬁ ) T @A) T 2w
On démontre celte régle en se fondant sur la régle de mn]nphea-
tion des fractions (n» 56).
- Réciproquement , lorsqu’on peut oblenir la racine m"™ exacte de
chacun des deuax termes d'une fraction , on détermine la racine
m®® do cetle fraction en extrayant la Nwﬁu miéwe de chacun des
deux termes.

Si, par exemple , on applique cetie régle i la fraction

327684H°

11 L]
V32768270 = 8a’h et }/UScdE = 3e'd;

or, en divisant la racine du numérateur ﬁar la racine du dénomina-

teur, on obtient une fraction 23:2 dont la cinquu‘ma puissance est

égale a la fraction proposée. Le résull.at W' auquel conduit la

régle, est done la racine cinquiéme de la fraclion proposée.

244, Possance rractionsaiRe. Par extension, l'on est convenu
d'admeltre dans les calculs 'exposant fractionnaire, méme dans le
cas ou le numérateur de Pexposant n'est pﬁh divisible par le dénomi-

nateur, Ainsi, l'expression algébrique l"‘ mshm, par eonyen-

tion , une maniére d'indiguer la valeur du radical \/_

L
(*) Quant au signe, le résultat }”p =a doit étre affecté du double signe ==
si m est pair; et a aura le méme signe que p, si m est impair.
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Nous verrons plus loin que les régles qui déterminent Vexposant
d'une lettre dans un produit*ou dans un quotient, quand tous les
exposants sont entiers , s'étendent aw cas on I'on admet dans les
calculs les exposants fractionnaires.

245 . PUIssANCES ENTIERES D'UN BINOME. La puissance m'me d’un
bindme x-4-a, est un polyndme homogéne, composé de m--1 ter-
mes dissemblables..

8iU'on ordonne ce polyndme par rapport aux puissances décrois-
santes de x, l'exposant de x décroit constamment d'une unité , d'un
terme au terme suivant, depuis m jusqu'a séro, tandis que l'expo-
sant de a augmente constamment d'une unité, depuis zéro jusqu'a
m. Les coefficients extrémes sont égaux d Punité, el les coefficients
des termes également distants dcumm sonl égaum entreeu: ; de
sorte que, si 'on désigne par P le coefficient numérlque du terme qui
a n termes avant lui, le nombre P sera aussi le coefficient du terme
qui a n termes aprés lui: ces deux termes également distants des
extrémes seront exprimés par P+ g et par Pz"g"-",

Celte proposition est déja vérifiee pour la premiére puissance, pour
le carré et pour le cube (n°* 17, 19); nous allons prouver qu'elle est
vraie généralement, en faisant voir que, si on I'admet pour un certain
degré m, il en résulte qu'elle est encore vraie pour le degré m--1.

En effet, si l'on admet que (24 a)™ soit égal an polynome
.z-"'-l-w-'a-l- ANgr=riign-t L pgm-ngn{.

Pz Nagrsam—rtiy . - Aza™if-am,

on trouve , en multipliant par x--a ces quantités égales, que
(@ a)™*! est égal au polyndme

(A e at-... HPFN)jamHi-ngrl-,
H ARz a1 A A A,
Ainsi, la loi énoncée s'étend & tous les degrés.

246. On voit de plus qu'on pourra développer les yumaaccs suc-
cessives du bindme x-ta , sans qu'il soit nécessaire d’effectuer des
multiplications. Car, lorsque les coefficients sont connus pour une
cerlaine puissance m®#™e, la somme NP des coefficients du nieme
et du (n- 1)@ fermes de celte puissance , donne le coefficient du
in-F1)me torme de la puissance immédiatement supérieure.
Done, on sait déduire des coeflicients des termes de la premiére puis-
sance, ceux des termes de la deuxiéme, puis de la troisiéme, et ainsi
de suite.
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Si nous rassemblons dans une méme colonne verticale tous les coel- E
ficients des termes d'une méme puissance,, ainsi obtenus , nous for- -
mons le tahlem.ﬁhanl qui est connu sous le nom de triangle

arithmétique de Pascar.

Degreé de la puissance du bmdma

‘

01«%&&-5-3-7-&9"&(:.
| AR 2 E T ] R R IS e
Q..o 1 234 5 6 7 8 9
S TN .01 (3| 6] 10{ 15 21| 28| 36( .
Rang . . 01| 4| 10| 20| 35| 56| 8%]| .
O O R o AT 01| 5] 15] 35| 70|126] .
QB fls, o qapsimy PSR P 0| 1| 6| 21| 56]126] .
Fh‘que | R e 0 é zﬂag.
SOOI, 5 v s e of 1| 9f.
e e N S S OGN e
B R R T o 0
elc.

Le coefficient du dewxwiéme lerme, et celui de Uavani-dernier
terme , sont lowjours égaux au degré de la puissance que 'on con-
sidére. Et en effet, si A est lecoefficient du deuxiéme terme, celui de
I'avant-dernier sera aussi égal & A. Or, si I'on a, pour le degré m,
l'égalité A==m, nous savons que pour le degré m--1, le coeffi-
cient du second terme sera A -1 =m--1, cest-a-dire qu'il sera
encore égal au degré. Done, la propriété énoncée se vérifiant dans le
premier degré, dans le deuxiéme, est encore vraie dans le Lroisiéme,
et ainsi de snite ; de sorte qu'elle est générale.

Formule du bindme de Ngwron.

247. Newrox s'est proposé de découvrir une régle au moyen de
laquelle il fat possible d'obtenir directement une puissance quelcon-
que d'un bindme, sans ﬂra obligé de passer par les puissances
précédentes.

1l s'agit d'exprimer directement en fonclion de I’ exposant m, la
valeur des coefficients des termes du polynome égal i (@ a)™.

Voici la formule & laquelle Newton est parvenu :

f‘”"‘l"ﬂ}":x"‘*' um—l_’_m{m_i) . m-—!+._m;{.m;iy1—_§la‘:‘""+ .....

+ m;m—- i]{m-—-)}

e = “+i)anl—h—h+ +d"'
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D'aprés cette formule, la loi des coefficients consiste en ce que le
coefficient du terme qui a n termes avant lui est égal aw nombre des
combinaisons n d n, qu'on peut former avec un nombre m de letires,
égal d Uexposant de la puissance du bindme. C'est ce que nous

allons démontrer. '

248. Considérons d'abord le produit de facteurs binomes , tels que
x~4-a, x4 b, dont les seconds termes sont différents. Par 13, nous
éviterons les fermes semblables qui se trouvent dans les puissances
d'un binéme , et qui, en se réduisant, font npaltre des coefficients
dont la loi n’est pas évidente. Nous pourrons ensuite revenir du pro-
duit (2 4-a) (@~+-b)..., & la puissance d'un bindme, en supposant
que les seconds termes des facteurs binomes deviennent égaux.

Or, en effectuant les multiplications, on parvient aux résultals
suivanlts :

(w+-a) (24-b) = -’F':Ijl_‘” +ab,

uc

(&+4a) (2-+4-b) (2-4¢) (24-8) = z* £| ﬂ a"ggs'ﬂ-ﬂbﬁ-
i
cd

Ces résullats étant ordonnés par rapporl aux puissances déerois-
santes de @, on voit que lexposant de x dans le premier lerme est
égal au nombre des facteurs binomes quw'on a multipliés entre eux ;
ensuite lexposant de x déeroil constamment d'une unilé, jusque
dans le dernier terme, ow cet exposant est nul. Le coefficient du
premier terme est égal a l'unité; le coefficient dw second terme est
la somane des seconds lermes des bindmes ; le coefficient du (roisiéme
terme est la somme des produits de ces seconds lermes combinés 2 4 2;
le coefficient du quatriéme terme est la somme des produils de ces
seconds termes combinés 3 @ 3, et ainsi de suile, Ledernier terme
est le produil de tous les seconds termes des facteurs bindmes.

Pour prouver que celte loi est générale , il suflit de faire voir que ,

si elle est admise pour le produitd'un cerlain nombre mde bindmes,
elle est encore vraie lorsqu'on introduit un facteur bindme de plus.

(e+a) (@+b) (2+-0) =m=$alz'+ab @ Sabe,
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Représentons par A la somme des seconds termes des m binomes
zr-+a,x-+b...., &+ k; par B Ja somme des produits 2 & 2 de ces
seconds termes; par G la somme de leurs produits 3 a 3, et ainsi de
suite; enfin par U le produit de tous ces seconds termes..

Admettons que le produit (2--a) (#-4-8)5<.:. X(@-+k) soit égal i
"+ Awm 4 Bawt .. 4 1.

Si I'on multiplie ce proﬁml par un nouveau facteur bindme .1:+I on
trouve que le produit des (m --1) facteurs est égal &

“'*'i‘l"iul""ié" e =

La loi des exposants de & subsiste dans le nouveau prodml Le l:oel'-
ficient du premier lerme est I'uniteé. Re—

Le coefficient du second lerme est A+laa+b+ ook -1

c'est la somme kaudu(whm

Le coeflicient du troisigme terme est Ja somme de lous les produils
2 @°2 des (m--1) seconds termes; car Al = (a4-b .. - k)t
est la somme des produits 2 4 2 dans lesquels entre le facteur !,
combiné avec ehacun des m aulres seconds lermes; et B est la somme
des produils 2 & 2 dans lesquels la lettre [ n'entre pas.

Le coeflicient du quatricme terme est la somme de tous les pro-
duits 3 & 3 des (m 1) seconds termes ; car

Bl = (ab + ac .. + ak—+ bc ...+ bk+ete) X L

est la somme des produits trois a trois dans lesquels entre le facteur /;
et Cest la somme des produits 3 & 3 dans lesquels la letre !
n'entre pas.

En continuant d’appliquer le méme raisonnement i tous les termes
qui suivent, jusqu'au dernier terme Ul=uabe X .. kX [, qui est le
produit des m -1 seconds termes, on reconnail que si la loi des
coefficients dans le produit (@ 4-a) (x4 b) X elc., est vraie pour m
facteurs binomes , elie P'est encore pour le produit-de (m - 1) fac-
Lleurs.

Done, cette loi est vraie pour le produit de 3 helem, parce
qu'elle est vérifiée directement par la mulliplication pour un produit
de 2 facteurs. Par conséquent, elle est vraie pour 4 facteurs, et ainsé
de suite. Donc elle est genérale.

———_

i i
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249. 11 suffit maintenant, pour obtenir (2 a)”, de considérer le
cas particulier oii les m seconds termes du produit
(@+a) (@4b) X... X(x4k

sont égaux a a.

Le premier terme est encore 2.
Le coefficient A, qui est la somme de m nombres égaux i a, a

pour valeur ma; le second terme est donc m.az™, ou -?w*-'.

Le coefficient B est une somme de produils égaux a a*; et le
nombre de ces produits est ¢gal au nombre des combinaisons 2 i 2

7 ﬂw,:ﬁenemhn eut"l‘['f'—;”{m 241) :

ona done B = ?ﬁn—g—] a*. Par conséquéi:t e troisiéme terme est
mim—1)
o el SIUTEY

En général, le cocflicient du mqﬂmis mnt Tui est une
somme de plodnits égaux & a"; et le nombre ¢ roduits est

egal au nombre des combinaisons n 4 n qu'on peut fa 'itec m

lettres; ce nombre wl'"("' = ’J (ma—ﬂ). =im _:"-U Dailleurs,
dans ce terme, Ie:pount de x esl (m—n). Si done on convient de
désigner par T, ce terme qui occupe lé rang n -1, on aura

Ty = o L0 =2 Mot D) e, (4)

La formule du bindme de Newton (n® 247) est ainsi démonirée.

250. L'expression du terme T,., donnée par la formule (A), est
appelée le terme général du développement de (@ --a)”, parce
que , si I'on attribue successivement au nombre n les valeurs
1, 2, 3, 4, ele., on déduira de celte formule lous les termes de la
puissance du bindme , d.partir du second terme (*).

On peut obtenir immédiatement , par la formule (A), le terme d'un
rang désigné , sans s'occuper des termes précédents.

(*) Quant au premier terme ™ (qui est toujours connu imméliatement), on
ne peut le considérer comme compris dans la formule (A), car le coeflicient
T‘“;” wles -4} ne présente plus de signification, lorsqu’on y supposs

L o n
n=20.
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Si l'on dmmde par exemple, le sixiéme lerme de la quatorziéme
puissance de & - a, on tun m=14, n=>5, et l'on aura

T, =_-§_-—’;".“‘_j§'-"z'_'g wia? = 1413 e’ = 2002’2,

La formule (A) fait retrouver la valeur a™ pour le (m--1)éme
terme du développement de (x4 a)™; elle avertit méme que ce
terme est le dernier ; ce qu'on savait d'aillears (n° 245).

Et en effet, lorsqu'on suppose i = m, dans cette formule, le nu-
mérateur et le dénominateur du coefficient de Ty, sont formeés I'un
et I'autre du produit des nombres consécutifs , depuis 1 jusqu'a m ; ce
coefficient est donc égal i I'unité; et l'on a Typy = a™z" = a™.

Si I'on suppose n>>m, le coefficient devient nul; et la formule
montre ainsi qu'il n'existe pas de terme au dela du (m - 1)me.

251. Lorsqu'on se propose deformer une suite de termes consécutifs
du développement de (z 4 a)™, il est facile de les déduire les uns des
autres , en se fondant sur la formule

(x-l-ﬂ}"-x“'—}—-w"lma!ﬂ m(m—-i)(m—-—%j {m_ﬁ+l)aaadu-u

.......

i m{m—1)(m—2).. (m—-N-I-l_)\;:;ﬂ} av i ele;

ol | 2. R

m{m— ‘l) (m—n4-1)
....... n

d’un terme quelconque par Pexposant (m — n) de !a lettre x dans
ce terme , el si Uon divise le produil par Uexposant de a, augmenté
d'une unité , on obtient le coe,ﬁc:‘eil du terme swivant. Quant aux
lettres,, il est clair qu'en passant d'un terme au suivant , on doit aug-
menter d'une unilé Uexposant dea, el diminuer d'une unité lex-
posant de x.

Ainsi, pour (x--a), le premler terme étant 2% =1 X a’z*, le
second terme est 14 a'x® = ka'z%; le (roisitme terme est

041
:is a’z* = 6a"z*; le qualrieme terme esl 55— g_)fj

:—T—: a*a® = a*. De la

(2 4 a) = a* 4 baa® + 6a’a* + 4o’z + o

carilen résultc que si on multipliele coemment

u':n‘ &a’x; enfin,

le cinquiéme terme est
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252. Dans le développement de (x -} a)=, les termes également
éloignés des exlrémes ont des coefficienls égawr.

Ce principe , déja établi n~ 245, peut se déduire encore des consi-
dérations qui ont servi (n® 249) & démontrer la formule de Newton.

Le terme qui en a n avant lui, et le terme qui en a n aprés lui, sont
denx termes également éloignés des extrémes. Or le développement
de (¢ 4 a)™ élant composé de m -1 termes, le terme quiena n
aprés lui, enam— n avant lui. Ainsi, les termes T,y et Tonis
représenl:ent deux termes également distants des extrémes; et 'on
sait que les coefficients de ces termes sont égaux aux nombres de
combinaisons qu'on peut former avec m leltres prisesnan, etm—n
i m—n. Done, ces ces deux nombres de combinaisons élant égau:l (n"242),
les coefficients dont il s'agit sont égaux.

253. Dans le developpemen! de (:r+a @ partir du coefficient
du premier terme | le codfficient d'un terme mqam coef-
ficient du terme suivant , tant que le rang du terme Tyyy duquel on
est parveny , est marqué par un nombre moindre que la moitié du
nombre total des termes de ce dévéloppement,

En effet, le nombre total des termes du développement est m-1 ;
etl'on a la formule -

Tm = 'r...u * ( ) (n° 2.51)

n--1
Lorsqu'on suppose n -1 <—%"—. on en déduit les inégalités

M1 <m;m—n>n-41 et E-}_l.
Donc , pt;isqn"on obtient le coefficient du (n - 2)me terme en mnll.i-
pliant le coefficient du (n ~=1)“me terme par unnombfa , qui

est plus grand que I'unité | Te coefficient du (n - 2)iéme larme est plus
grand que celui du terme qut précéde.

Lorsqu'on suppose n -+ 1 > ﬂg——i , o en dé&uit%l-:—?‘( $
Alors le coefficient du (n - 2)éme terme est moindre que le coefficient
du terme qui précede.

Enfin, si 'ona n--1 =w (ce qui exige que m soil impair) ,

on en dédmt -—_'_—i- = 1. Alors les termes consécutifs Ty, T!H— 2 ont
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des coefficients. ¢gaux entre eux , et plus grands que les coflicients
des aulres termes.

254. La somme de tous les coefficients du développement de
(x—4=a)™ est égale d 2™,

Pour s'en assurer, il suffit de faire .n:==i a=1 dans la I'omule

@4am=tam4 T w—i-{—’“("‘") atam-tyete. (1)

255. 8i, dans le développement de (z-{-a)™, on remplace @ par —a,
les termes de rang impair n'éprouvent aucun changement, parce
qu'ils sont affectés des puissances paires de a (n° 64) ; les termes de
rang pair changent de signe , parce qu'ils sont affectés des puissances
impaires de a(n° 6%); de sorte qu'on a
(—a)" =g™— T a.'r."-‘ -+ m%la’x"‘" - ... g™, (2)

S

‘Le dernier terme est affecté du sssne+ou dungnn—. selon
que m esk pair ou impair. £ S

256. La somme des coefficients des termes dc rang impair, et la
somme des coefficients de rang puair dans le développement de
(x==a)m, sont égales 4 2m—,

Carsi I'on fait =1, a=1 dans la formule (2), il vient

l_T_l_m(m—i) m{:;u.— i).{m;S!]_I_m"

ou bien :
et TR el L

ce qui prouve que la somme des coeflicicnts de rang impair est égale
i la somme des coefficients de rang pair. Par conséquent, chacune de
ces deux sommes Mla molue de la somme de tous les coefficients

du développement , még&lei -+ 0w 427

257. Lorsqu'on applique la formule de Newton au développe-
ment de la puissance m d'une expression imaginaire de la forme

a®b/ —1, on trouve pour résullat une expressien de la forme

AxBV 1.

258. PuissANCES ENTIERES DES POLYNOMES, On peul calcutcr aw
moyen de la formule du bindme de Newton , les puissances des po-

. w.ga" ».
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lyndmes. Soit, par exemple , i développer (a4 b - c)™. Posons
bde=z; doi

(@4 b4-0)"=(z4-a)" =a™ 4 ?aw’”-‘+"‘%ﬂ @'zt 4 ete.
Dans celte formule , on remplacera
™ =(b+a™, a™'=(b4o)™,

par leurs développements, qui se déduisent de la formnle de Newton,
el la question sera résolue.

_Soit encore i développer (a+b+c ~+d)™. Posons b—+4c4d=y:
d'olr

(d+ﬁ+¢+4J‘?=(#-I_-4)""=_y_?"_-__i;qgaq'“"*-i-"{:'_'"g”w-p-eu.

Dans cette formule , on remplacera les puissances de y, ou du tri-
nome b~-c-{-d, par leurs développements, qu'on peut obtenir comme
il vient d'étre dit, etla question sera résolue.

La méthode consiste a ramener le développeml,dp la puissance
du polynome proposé , a des développements de puissances d'un po-
lyndme qui renferme un terme de moins. :

Caleul des radicaua arithmétiques et des exposants
fractionnaires.

259. Lorsque le coefficient numérique d'un mondme n'est pas une
puissance m'¥™¢ exacte d’'un autre nombre, ou que I'exposant d'une
des lettres n'est pas un multiple de m, la racine m™me du mondme

proposé est une quanulé irrationnelle que 'on upnme, soil au

moyen du s:gneradiml/— ,p_q;tm la rn;m d'unc puissance

fractionnaire. Telle est I'expression l/a on a" (no 244).

La valeur réelle et positive d'une racine m'*me s'appelle valeur
numérique absolue, ou valeur arithmétigue, on détermination
arithmétique de celle racine.

On comprend sous le nom de déterminations algébriques, la va-
leur réelle et négative d'une racine, et les valeurs imaginaires de
cetle vacine,

Dans ce qui va suivre , nous considérerons seulement les valeurs
arithmétiques des radicaux.
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" mn
960. Les expressions ¥ ap, \V/ av sont égales; de sorte quon a
P

__E
" = g, .

En effet, soit Var=a, ou a™=a?; il en résulte que
(@) = (arr= % -
Or. (a:"]i’=a:"" “J et (ar)" =ar. Par conséqﬁéﬂ @ — gt

La quantité z, ou V_ est donc la racine du degré mn de la
qunlilé ar,

‘Ainsi, on ne change pas la vateur arithmétique d'un radical ,
lorsqu’on multiplie ou lorsqu'on divise par un méme nombre l'in-
dice du radieal, et Peaxposant de la quantité placée sous le radical.
Par suile, on ne change pas la valeur d'une puissance fractionnaire
d’une quantité , lorsquon multiplic ow lorsqu'on divise par un
méme nombre les deua termes de FEXPOSANT PRACTIONNATRE.

261. Des radicaur affectés d'indices différentz peuvent loujours
étre transformés en radicaux affectés dun méme indice; et, en
d'autres termes , on peut foujours rédwire aw méme dénominaleur
les exposants de plusieurs ymcsancn fractionnaires.

Soient, par exanhp?e". ‘103 ﬂwmt'_V'. V'b, } puis-

sances fraclionnaires a’“ b" c“

On a Va=vaﬂ V_=Vl"' \/c_

Mg L my

ou bien d"'-——-a"'ﬂ; b"——-b"ﬂ; ol — ¢™pa,

Les radicanx poovant teujours étre ramenés & un indice commun ,
il s'ensuit que les transformations qui seront démontrées pour les ra-
dicaux de méme indice , pourront s'¢tendre aux autres radicaux , en
concevant ceux=ci remplacéspar des radicaux éqmvnlenls et dont les
indices soient égaux entre eux.

262. La racine entiérem d'un produit de plusieurs [sclcurs esl
égale au produil des racines m des facleurs ; el la puissance frac-

(*) La régle donnée au n° 243 peut s'appliquer aux quantités irrationnelles.
Car, poudémnntrer celte rigle , il sullit de s'appuyer sur Ie principe que nous
avons établian ne 170,

0

LY
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lionnaire -é- d’un produit de plusieurs facteurs, a, b, ¢, est égale au

produit des puissances % de ces facteurs.

Je dis qu'on a Pégalité V’axv’ix Vc-av
on L d"'x b'“ 4 6"‘ = (ﬂbc)"

(1)

Euelfet,wita:=\-/ax‘/3xl/5. On en déduit (n° 243)
el ose (173 -on’ s anste

La quantité 2, ou l/alx \/—w%m ll'*uemem"'“.
du produit abe.

263. Les radicaus \/ﬂ &&Ebmtfgmx Ona en effet
e a"‘ -=V¢‘><Vﬁ_-ﬁ\/6 e

On en conclul 1° qu'on peul supprimer sous le signe V- un fac-
teur @™ , pourvu qu'on écrive le facteur a hors du signe radical ; on
dit alors qu'on a fait sortir du radical le facleur a™;

> Qu on peut supprimer un facteur rationnel @ qui est hors du

signe V pourvu qu'on multiplie la quantité qui est sous le signe
radical par la quantité @™: on dit alorsqu’ on a fait entrer ce facteur
sous le radical

264. Les eaxposants des facteurs placés sous le signe radical peu-
vent loujours devenir moindres que Uindice. Soit, par exemple ,

e m . L

n>>m dans le radical |/ a* Divisez n par m , ce qui donne un quo-
lient cnlier ¢ et un reste r<<m; de sorle que n=mg-}r,
a"=a™ X a" = (a?}™ X a".

m -,

Dela Va = aVa.

Pour simplifier un radical , aprés avoir ramené les exposanis
des facteurs sous le signe radical @ étre moindres que Uindice , di-
nises tous ces exposunts et lindice par lewr plus grand commun divi-
seur; ce qui ne change pas la valeur arithmétique du radical (n° 260).
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Amsn pnrmmple mdiull/a"b'e" se rldm dahnrd i

5. Muwpp‘luﬁcun radimglmdnwmdwe,
@?ﬁmp if Qaqnz radical, comme il a été ]

Soient, par exmplc lesqmnmés

-5
\/a_". V_.,._& o VJ.“_. o @, b, o
Le plus petit multiple des indices est 12. On aura

R i T e T
Va=\a=\a; VW BV Ry, ,u.v..,w
s 2 8 R 10
ou bien - ab=a", ¥ b, = i,
On voit que ce calenl revient & réduire les exposants fraction-
naires au plus petit dénominateur commun.
266. On dit que des radicaux soni snuuum,-lomide I'indice
¢tant le méme , la quantité placée sous chague signe radical esl aussi
la méme ; de sorte que les radicaux proposés ne différent qne pnr des

racwursm e
Il peut arriver que des rathcaux, dlssemblahles en apparence ,

soient ramenés a étre semblables lorsqu'ils ont été simplifiés.
Soient, par exemple , les radicaux

7" L] :

Vat i et V' 2Bbaboe
qui diffecent par leurs indices et par les qummds placées sous: 1o
signe radical.

Le premerurédml a at:‘l/a’bcj - | '
Quant au seeond I'on lrouve que 55=x153=4‘—2‘ m, 11 se

reduit a Sb\/a*b'r:‘ = 2b. Vn'lc’ Par cuanuent aprés la sim-
plification , les radicaux proposés sont semblables.

- T est clair que, dans un polynome, fous les termes qui son! for-
més de quantités radicales semblables ge réduisent enun seul terme,
qw'on oblient en multipliant par le radical commun , la somme al-
gébrigue des facleurs rationnels. e
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267. AppiTion ET sousTRAcTION. Aprés avoir simplifié chacun des
radicanx proposés, I'on forme la somme ou la différence des quantités
proposées , comme il a été prescril (n® 6 et 7); puis I'on opére, s'il
y alien, la réduction des radicaux sembhblu

268. MurTieLicaTiON. Pour former le produﬂ de plusieurs radi-
cawx , réduisez-les dabord aw méme indice; fﬂfd alors le produit
des quanmds placées sous les signes radicaux, el affectez ce produit
du radical commun.

On a en effet établi (n° 262) que

&

VaxV's x Vi \/_

269. Divisiox. Pour former Wd’m quantité radicale ,
divisée par une autre quantité radicale , réduisez d'abord les dewx
radicawr au méme indice ; divisez alors Pune par I'autre les quan-
tités placées sous les vadigawua , et affectes lo quotient du radical
COMInUN.

Je dis qu'on a : ? =-= V

y s = m _om mo\m (")
En effet, soit .r=g—“, d'ott x’=(ﬁ) =l ( G.)
Ve Ve

|l

m

1l en résulte que 2™ = - b’ c'est-i-dire que 2, ou—‘:-/f est la racine
Ve

270, Puissances d'un radical. Pour élever un radical d une puis-

sance entiére déterminée, il suffit d’élever d cetle puissance la quan-
tité placée sous le radical.

wwmns (G- s

(*) Larégle établie au n. 253 peut s'appliquer aux fractions dont les termes
sont des quantités irrationnelles (voy. n, 170).
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Ce pnnclpe est une conséqwm de la régle de mullaphca-

lion (ne 268) ; lmus, pour le démontrer directement , soit Vn =,
ou ™ =a. On en déduil (™) = aP.
Or, (a"")hb AMP = P == (a:'}" Donc (a#)™ =a¥, el par suile

P V'ar on blen (Vc) V_’

quue: que, si Uindice m du radical est divisible par Uexpo-
sant p de la puissance qu'on vewt former, il suffit pour oblenir celle
puissance de diviser Uindice par Pexposant, sans changer la quantité
placée sous le radical.

En effet, si le quotient ™ estun nomhre enlier g, d'ott m=pyg, il
s ensmt que :

= ML

(Va) - Val’:-\/.v V5 (ne260).

"
Par conséquent (l/&
271. Racisg d'une mﬁwﬂ!mle Pour extraire la racine

d’un degré déterminé m d’une quantité radicale \/a. il suffit de
mnuiplwr Pindice du radical domué par lé drgrc de Ia rammd

exfrairs On a \/\/aﬂ

| pe= | .
En effet, soit \/Vc-:a:, ou” am=V a Onen déduit

(x“}P—a el a"P=a;  par conséquent a=V'a, o

Va7

Remarquez que, s la quantité sowmise au radical est affectée
d'un exposant divisible par Uindice de la racine a extraire, ilsuffit
de diviser cet éxposant par Pindice de !a racine.

Ainsi l'on a V;';;=\/FF = th"- -

272. Provuir de puissances fractionnaives. La régle de la muvti-

-
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PLICATION des mondmes (n° 8) s'étend aw cas des exposants raic-
TIONNAIRES, parce qu'on a encore @* X< a" = a**% _ lorsque les expo-~
sanls «, < sontfractionnaires. -

On a en effet ’

T e \/a_mx\/_ \/c-txl/ar"

= Va'cxcr'-\/a“ﬁ‘"

L axl) -+Z LY
=aq M =g" >

3% ’

273. Quorient de puissances [ractionnaires. La régle de la vivi-

SN des mondmes (no 28) g'dtend aw cas des exposants ¥RACTION-

ax
NAIRES, parce qu'on a encore 2 = @, lorsque les exposants , «'

sont fraclionnaires.
On a en effet

» 7 ng

ot Vo Var VYV oaw
g mg—pn sl
I T I

27%. Puissances d'une puissance fractionnaire. La régle d'apres
laquelle on éléve un mondme d une PUISSANCE ddsignés(qﬂ 243) ,
s'étend au cas des exposants ﬂ'actionndirjc parce gu'on a encore
(a=}x'=a*** lorsque les axposanls 2 o sonl rraetmnnmres

On a en eﬂ‘et : a" = \/am
@V G-V
-m\?ﬁ:g%—a%'x%. . P

275. Racisg d'une puissance fractionnaire. On extrail la racine
du degré m dune puissance fractionnaire aiII , en divisan( lexpo-
sant 2 par lindice m de la racine.

Ona en el'l'ell
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ae=.va V_ -\/\/‘— Vir—ami—as ™

m llmwnmn Sok&'ﬂﬁ. i.w.mulé a, qm&m.r
ttre é.levﬁf Ia paimdi:e pour repmdmre b, peut Hre appélée la
rmiwem“ de lta quantité b; c’eu-i-dtre-qu la de&nrtion
desracines peut étre élendue au cas o l"mﬁa est frml.tonmire

h
Oneeﬁnra-l/i. :
m - 'ix
Onaglors a* " =bs, don =785 do sonte que
=2 Exc, A e

Vo= 175 cmmh prmpe mmmmu
radical dont Pindice est un nombre entier, subsiste pour un radical
dont Vindice est fractionnaire. En général, les régles du caleul des
radicaux peuvent élre étendues au “cas o Tes indices sonl frae-
lionnaires.

277. Exposant fhuhonnafra NEGATIF. Sult. —,, un quotient dans
qumllu ‘expasants « . & sont fractionnaires. !uppduws quion ait

a>a, ﬂlwaz.-'—;
8i l'on veut appliquer la régle de la dmsion {n'm,ii viendra

= a*¥ = a7 ; c'est-a-dire qnost aura une m‘fr@!m-

: ox o Lt
D'dn autre cité, le quotient g est gl & 13 = —on =25

dh est donc conduita faire, ponrl'e:posantfmcﬁoﬂmiﬂ négatif,la
méme convention queponrl'expomm mﬁaruégmﬁf(nﬂ'm}, e'esl-i-dlre

que le symbole algébrique a = conslitue , par convention , une ma-

niére d'écrire la fraction 1 ; a> .

On peut s’assurer que les régles du calcul des exposants fraction-
naires positifs s'étendent aw cas des exposanis fractionnaires
négafifs.

g
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Somme des puissances semblables des termes dune progression.
278. PROGRESSIONS PAR QUOTIENT. Si 'on éléve d une méme puis-

sance tous les termes d'une progression par quotient, la suite des

rém:aummjabmm forme une nowvelle progression par quotient,
de sorta que Ia somme des puissances semblables des termes d'une

ent sablient au moyen de la régle déjd éta-

b:fe (no 94y,
En effet, soit la progression

=alagiagt: ... ag"; (1)

lorsqu'on éléve chaque terme 4 la ‘puissance du degré me, on ohtient
les résultats '

e al!l-. am an am b7 q’lﬂ asa@™ 3 q(Mh—
ou bien “‘., am™ x F‘ ’Xw"na. WJH! y ﬁ]
et ces résullats sont évidemment les termes d’une progression par

quoumtdontleprmhmmﬂ. ¢t dont la raison est ¢™.

Par ,nmnsdhlgmmparﬂ.hwmdesmdel
la progression (2), nous aurons (n° 234). - :
B~ Y
% e o,
Celte fernmle eomprend comme cas partlculter, la formule
8 = E%— Quant a la somme S, dupumsames zéro des ter-

mes de la progression (1), ona
8o= '+ (ag)' .. (a0 =1 A o =
279. ProGRESSIONS PAR DivpErence. Si l'on veut obfenir la somms
des puissances semblables des urmﬂm progression par diffé-

rence donnée, sans former la puissance désignée de chague terme et
sans faire l’addi“ou il faut pour cela ume nouvelle régle, parce
que si I'onéléve & une méme puissance les termes d'une progression
s.rllhm&qde on a une suite de nombres qui ne sont plus en

progression. 2

Soit, par exemple, Ia progmssmn 1.2.34... n; les carrés des
termes sont 1, 4, 9, 16,.. ,n' ces nombres ne forment pas une pro-
gression.

Pour la somme 8, des puissances zéro des'n termes de la pro-
gression
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rabee. ks - (1)
on a évidemment Somn. '

Pour la somme 8, des premiéres puissances, nous sayons. qu'on a

gl SRR 2

Maintenant , nous nous proposons d’exprimer au mioyen dé‘ﬁﬁ
connues S, et S, , la somme Sy = a* 4 4* }-... 4 . Ensviteil s'ag
d'exprimer au moyen des sommes connues Sy, Sy, S; lda somme
$;=a'+-¥+.. LI

En général, mwmmhmhpmmumbm
des termes d'une progression par différence, en supposdnt connues
les sommes des puissances des degrés inférieurs.

280. Somme des carrés. Soit r la raison de la progression (1).
On a

b=.a+r, e=b+r,. .  l=k4r.
Done b‘=- a*4-'3a% + 3ar* 4+ r*
=i +3b‘r+35f‘+r'

deplis,  (4-m=ifBPr4edirtder. -
Ajoutant ces égalités membre a membre, et retranchant les termes
B, ¢*,.... % qui sont communs aux deux sommes résultantes, on
obtient I'égalité
(Hr) = @ Br (@0 ) 3t i ) X,
ou bien :
4rfp=a"+0r )’(_S,—}- I8+ 8 xry;

o Pondbdoit - 8, = LTL—8 _ 45 T3

3’. e 1 3 . {‘&)

* 8i T'on considére en particalier la suile paturelle des nombres
1,2,3,4,5,...,n,0na

okl e L
et par suite la formule (A) donne
5a=33{(n+!1'—1—'a—3><‘__:t“ Sﬁn} :
5’=(%){(n+1)’-—1_3_“'!

T | PR TRTRy .Y | wr s ey



b

ot eallh S,=w%%a(n+i){ﬂu+ﬂ.

Par exemple , la somme des carrés des dix premiers nombres est

égale a-’-———h«-o"s”* 385.

281, Somme des. cubes. Que ron développe ﬂs thﬂmu puis-
W@Wlﬁs RIS,
‘B=a4r, c=-=b+r, & t-=-k+r, el t4r;
Wmunm.ez
+-s I*; On oblient

(l+r)‘=ﬂ‘+&51+9r’ﬁr!-"'&+u)<r' -
& VS saiwe . 7
o&l‘on

Si l'on considére mp:;u;uhu la suile des nombres naturels
1,2,3,....w, lahm@g(!)@mne o =

5, = ‘{Tn-{-i) A n=68 == 88, i .
e 5.-(£t3)[ - —A—n(@f)—2n
el enfin ﬂ” )3 {—”‘t—} '='(s|) -

de'sorte que la somme des cubes des nombres naturels est égale au
carré de la somme otcmméma aombra
1011

Par exemple , la somme des dix premiers nunhra est—5— = 55;

par suite , la somme des cubes des dix premiers nombres est 55" ou

289, La somme Sw des mme puissances des termes d'une pro-
gression arithméliqus dont la raison estr, et dont les extrémes
sont aetl, est déterminée par la formule suivante (*) -

(*) Nous adoptons icila formule et la démonstration données par M. Lionnet,
dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (année 1842 | p. 175,
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+r)w+| —gmtt m[nﬂ_i) QY. ™S
S o7 S 1 A

Pour le prouyer, développez, par la formule de Newton (ne 247),
les pmances du degré (m--1).des quantités
a+r PAE= b+r. o= krs, e, I-j—r,.
ajum.eb comme Meédmenl, les n egalutés résultantes, et sup-

primez les termes communs Bt pmet g ikt Vous obtiendrez
ainsi .

. M)

u-—l-‘r)""'H c""'l_]_ {m+1} r5.+(m+1)m?'3.-1+ +._'Ii rms + "'"-HXR

d'ott l'on dédmt la furam{e (M). :

Si, dans cette formule générale , on aup;ma _suceessivement
m=0,1,2, 3, & etc., on rewouvera d'abord les valeurs déja obte-
nuespour S, 8, 8,, -S,. Ces valeurs serviropt ensuite & déterminer §_ ;
et en continuant ainsi, on -peurra calculer la somnie des puissances
d'un degré aussi élevé quon le voudra.

Lorsque I'on considére en particulier la suite des nombres natu-
rels, 1,2, 3, ..., n, la formule (M)donne -

Tt m a-n
Sm=%_‘§sn—l— SH_'.—S—T

Nombres ﬁgur?s.

283. Soit la pmgress:i't_m ari'thtnéti'q:n-_
A2 =1, (n

dont le premier lerme est égal & 1'unité et dont la raison est un nom-
bre enlier quelconque.

On donne le nom de nombres figurés aux nombres entiers qu'on
obtient ¢n prenant le premier terme , la somme des 2 premiers ter-
mes, la somme des 3 premiers termes,..., la somme des n premiers
termes de la suite (1), ce qui forme une nouvelle suite de n nombres

1, 2-+r, 343r, 4-4-6r, . . . (2-[—(“—1)!‘};; (2)

puis en prenant encore le premier terme, la somme des 2 premiers
termes, la somme des n premiers termes de la suite (2), ce qui forme
une nouvelle suile de nombres
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1, 34-r, 64-4r, ete.; - (3)
elainsi de suite.

Les termes de la progression (1) forment le premier atdro des
nombres figurés ; les termes de la suite .(2) forment le dewaidme or-
dre; ceux dehsuih{'ﬂ,letrahdmordru.etl}mda’mte

Si Ton suppose d'abord r—0, la progression (1) se réduit i une
suite de termes .tous égaux 4 1. On donne & cette .ﬂahde ‘termes

¢gaux-le nom de nomdres constants.
Lorsqu'on suppose r=1, onala mnn
Nl .__—‘l 2. 3 al. Y
les termes de celte progressio n _.=_;: resﬂgnrésquone.u
peat déduire , !’ormgm !a prmiéreclal'a {')

Lorsqu'on suppose. # =2, ona l&mlm
ERES S MM -

les termes de celte progression , ainsi qu que les noﬁrﬁ 'ﬂguia
qu'on en peut déduire, campnw'u. hﬂwaem ainside suite.

284, Nombres du deuriéme ord:rc D' érc :?t;nt. les
nombres du deuxiéme ordre se déduuentdqh mil.e des mombres

naturels : 1.2.3 . 4... n; ils forment Ia suite. 13.3 10, ... 51‘.-"%9—"‘

On les appelle nombres triangulaires,
Si I'on désigne par t la valeur du n*m nombre triangulaire, on a

a(n-HJ‘ ou t= £+; Dela n ————-—-—-—-1+‘/&+'

¥

Ainsi , pour qu'un nombrg entier dopné , ¢, Munmm triangu-
laire, il faut que le nombre 811 soit un carré.Cette condition suffit;
car, ulennmhampaur&-}-i esl un carré, sa- racine est un nombre

(*) 5i l'on déyeloppe les pulssances successives d’un bindme (n° 260}, on
reconnaltra que, pour le premier terme, les coefficients sont les xounnes cox-
srants, placés sur la premitre ligne du triangle arithmétique ds Pascal
(p. 441 ) ; et que, pour tous les autres termes des puissances développles du
bindme; lescoefficients sont les xomnnes viousés de la premidre classe.

Si l'on considére la suite des termes qul occupent le méme rang, (n-f-1)me,
dahs ces puissances suceessives, et qui sonl précédés de n termes, on frouve
«ue leurs coefliclents forment la (r--1)#me ligne horizontale du triangle arith-
métique et ces coellicients sont les nombres figurds du niéme prdre dans la
premiére classe.
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impair, 22-}-1; et U'on oblient pour n une valeur entiére et positive, z.
Dans la deuxiéme classe, les nombres du deun&me ordre se dé-
duisent de 1a suile des nombres impairs

. 21300 7 2ne
ils farmenlla suite des nombres m ou mbruwrét
1,%,9,6.m 7 o
Diins 1d ¥ bisicine classe, toul nombre du den}néma orare est compris
dans la formule p—w ‘on pu(% =)0 , el il est

appelé nombre pentagone.

En général , les nombres du deuziéme ordre, dans toules les classes,
s'appellent nombres porveoxes (). 1ls sont cumpns dans la l'onnnlc
pﬂm'H" 1)r)n o Do L ”*___b{r—ﬁj

2

285, Nombru du troisiéme ordeg. Les nombres du troisitme
ordre, dans tontes les classes, s'appellent encore nombres pyRAMI-
pavx. Dans la premiére classe , ils $e nomment pyramidm.r Arian-
gulaires, etdans la deuxiéme clme pyramidava quadrangulaires.

Dans la premiére classe, Je n*™ nombre pyramidal, T, est la
somme des n premiers nombres trmngulnlrcs Dr tout nombre trian-

gulaire étant comprisdans la formule 1— —-‘ , on obtiendra la suite

des uombres tmnsulmm,u Tony rmp]ace mumvemem la lettre
nparlesnombres 2 3, 4, etc. On a donc
T= i+ eyt et oty

ou bien T= %T+3;+---+¥+1+9+3§¢_LI... ...%!.}__‘

3"

Subslituant a S, , Sy, lears valeurs (n° 280) , on obtient
1 AL | W) _ st g,y HOCHED)

Dans la dewxiéme classe, le '™ nombre pyranudll Q,estla
somme des n premiers nombres urr!u On a donc

Q=8,= g n(n+1) @nH1).

(*) Le motif qui fait donner cette dénomimation aux nombres figurés du
deuxiéme ordre, est expliqué dans algébre &’ Euler.
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Piles do M:

286. Concevons que’ des boulets de méme calibre aient été dmpoués
de maniére a former une assise horizontale en se touchant les uns les
autres: on pourra former une seconde assise en placant de nouveaux
boulets au~dessus des vides de la premiére. En continuant amsl on
composera une pile de boulets,

1° Sila base de la pile est un u-hngleqnﬂuénl el si les assises
sont superposées jusqu'a ce qu'il n’y ait plus qu‘un seul boulet au som-
met de la M ; onavra une pile triangulaire, dont il est facile
de calculer le nombre de boulets en de!enmnant le nombre n_des
boulets qui forment le coté de labase.

En effet, la premiére assise WMW ‘con-
tient 1 boulet; la deuxlﬁme assise , placée immédiatement au-dessous
du sommet, a Ta forme d'un | dont le coté contient 2 honlels
celle deuxiéme assise cunucnt 142 boﬁu l,mip;éme assise trian-
gula:re nﬂ-hqphu aq'sqn coté, el conhent nlets. enfin ,
la n#me assise, ¢ cst-&-ﬁ’ re 1a base, a n boulets sur son cote, et cbntiml

T — i+2+3+4 +n honlela. il e

1l en résulte que le nombre des houlets contenus dans chaqne uwse_
horizontale est un nombre triangulaire (n° 284 ) , et que le nombre T
des boulets ecomposant la pile est la sommsdos n prmmmmbres
triangulaires. Par eonseqnent ona

- Tm= 3 n{n--1){n--2).

2 8ila base de la pile est uncarré , oL si les assises sont superpo-
sées jusqu'a ce qu'il n'y ait plus qu'un seul bonletau sommet de la py-
ramide , on aura une pile guadrangulaire. Dans chaque assise hori-
zontale, le nombre des boulets sera un nombre carré, et le nombre
( des boulets composant 1a pile sera Ta somme des n pﬂ!miers nom-
bres carrés, en supposant que le coté de la base contienne n boulets.

Par consbquenl. on aura
n-4-1)(2n4- )

193

J° Si la base de la plle est un rectangle, et si les assises sont super-
posées jusqu’a ce qu'il n'y ait plus qu'une seale file de boulets a Fas-
sise supérieurc, on aura une pile rectangulaire, dont on calenlera
facilement le nombre de boulets, en déterminant le nombre total 2
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des assises, et le nombre a+1 des boulets de la file supérieure , ou
bien encore , en déterminant lé-nombre des boulets m dans
chacun des cotés de Ja base rectangle de la pile. :

En éffet, 1a premiére assise contient a1 Boulets ;

La deuxi¢me assise , formée de 2 files, contenant chacune a-{-&bou—
lets, renferme 2(@-}-2} boulets;

La troisiéme assise, formée de 3 files, contenant chacune a+3 bou-
lets, renferme 3(a-}-3) boulets;

Enfin la nme assise, formée de n files, contenant chacnne a-+n
boulets, renferme n(a--n) boulets.

Si done en désigne par R le nombre total des boulets, on a

R=a--2a-+}3a+t...na4124-204-3%4-. f-n?
R—a(1++243-f...4-n) 4 S=aS; | 8.
o g AntD) _ Bnin) o zﬂ(n-l-ﬂa (2n41)
» e 2 e 3 » ¥ .

¢

Par cofiiguent nﬂ.’%ﬂ'(aa-]lﬂn#u ' )

Remarquez que le nombre a , qui désigne le nombre des assises, ex-
prime aussi le nombre des boulets du pelu cite de la base.Car la

_ premiére assise , qui n'a qu'une file, par 4 boulet; le petit

coté de la deuxiéme assise a 2 boule&s le petit coté de h troisiéme
assise contient 3 boulels, el,amu de ml!e

D'ailicurs, Ja premiére filé ayant a1 boulets, le grand coté de la
deuxidme assise ., conlient a2 boulets ; le grand eoté de la troisiéme
assise contient a3 boulets, et le grapd ‘c0Lé de la n*m* assise ou de
la base, contient a-n Boulets. Soit done a-}n=A, d'oi a=A—n,
et 3a=3A—3n. En remplacant 34 par cette valeur. dans la for-
mule (1), on aura

»

n-.@) o T @

C'est le nombre des boulets de la pile, exprimé en fonction des
nombres de boulels A ; n, contenus dans Ieldeu:cﬁtésdel.lbase de
celle pile.

287. Piles tronquées. Lorsqu'une pile de boulets se termine par
une assise-supérieure qui contient plusicurs files, on la nomme pile
tronguée , parce qu'clle peut étre considérée comme provenant d'une
pile compléte dont on aurait retranché . @ partir du faite, un certain
nombres d'assises composant une pile compléte parlielle.

11 est clair que le nombre des boulets d'une pile tronquée s'obtien-
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dra par une soustraclion, lorsqu'on aura caleulé les nombres de bou-

lets des denx pilcmemplﬂes dont elle est la différence.

288, Prontime. On propose de duynur en pile triangulaire, si gela est

, possible, un nombre donng de boulets ().

1l s'agit de trouver le nomibre a des boulets formant le cbté de la
base de la pd@ trungn!ure qui qenmndrnlt le nombre de boulets don-
neé, T.

Si le probléme est possible, le numbre cherché n sera’ e:ntter, et, en
verty de la formule

: . :
-w= T (n"285), ou nln 4 1)in+2)=06T,

le nombre n devra satisfaire & léquation
ud 4 30 + 8= 0T.
Or, on a . :
¥+ 3nt 42, Vome 3 <OT, &
W3k B at k- Sat Sk d,  ou 0T (n+ 1)

Done, le nombre 6T devant étve compris entre les cubes des nombres
entiers consécutifs » et n--1, fe nombre n doit étre laracine a'uplu grand,
cube contenu dans le nombre coni 67T,

En conséquence, pour résoudre Je prqﬂ&me, multipties par 6 le nombre
de boudets donné, T ; extrayes'la racine cubique du résultat 6T, dyant dé-
terminé la racine entiére n, approchée pan défaut & moins d'une unité, faites
le produit n(n-+1) (n+2). Selon que ce produit sera égal éi}T ou diffe-
rent de 0T, le problime sera possible ou impossible.

Lorsque le probléme est possible, le nombre n est le nombre des as-
sises de la pile; il exprime aussi le nombre des boulets dont on doit
former le coté de la base.

Premier exemple. Supposons.qu'on ait 220 boqhn. De la, 2206 =
1320. La racine cubigue de 1320 est comprise entre 10 et 11; d'ou
n=10. Par suite nin 4 1){n -+ 2) =103 11 X< 12 =1320,

Le probléme est possible. Il y aura 10 boulets sur le cdté de la base
triangulaire.

Deuxiéme exemple. Supposons guon ait 285 boulets. De la,

et

(*) En d'autres termes, wn nombre entier T dtant donné, on propose
d'assigner la rang que ce nombra ocoupe parmi les nombres pyrami-
daux triangulaires , ou de reconnaitre qu'il n'est pas un nombre pyrami-
dal triangulaire. :

i}
1
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285 X 6=1710. La raciné cubique de 1710 est comprise entre 11 et 13;
d'on n=11. Par suite, n(n + 1)(n + 2)=11 12 13=1716.

Le probléme est impossible. La pile triangulaire qui a seulement 10

1011 <12 ? )
boulets sur le cdté de la base, contient ptate 3 s 222 ou 930 boulets. Il y
a donc 385 — 230 on 65 boulets qui ne sont pas placés. La pile triangn-
laire déterminée par la valeur de n, et qui anrait 11 boulets sur le coté
de la base, contiendrait 1____1):::)(23
an nombre de boulets donné.

T'roisieme exemple. Supposons qu'on ait 221 bounlets, De 1a 231 X06—1336.
La racine cubigue de 1320 est comprise entre 10 et 11; d'ou n=10. Par
suite, n{n<-1)(n 4 2) = 1320.

Le probleme est impossible. La pile triangulaire déterminée par la va-
leur de n» contient 220 boulets, nombre inférienr an nombre du boulets
donné.

280, Promiwe. On propnu de disposer ea pile pcdruagwh.ln, si cela
est possible, un nombre donné dé boulets (*). —

11 s'agit de trouver le nombre » dubuldlimtlea&lédnh base
de la pile quadrangulaire gui contiendrait le nombre de boulets don-
ne, Q.

Si le probléme est possible, !q_nwbrs cherché m sera entier; et en
vertu de la formule ; :

a(n+4 1)(An--1)
o

ou 286 boulets, nombre supéricur

-=-Q(n‘385_), ou n{n+41)3Ix + 1)=10Q,
le nombre n devra satisfaire a I'éguation
2 4 a4 n=060Q on u’+§n‘+;n=SQ.
Or, on a
u"(u’-!-gn'-l-::-a, on W <3Q,
et
n'+§n‘+;n<ﬂ+8a’+8n+l. on 3IQ<C(n+ 1%

Dong, le nombre 3Q devant étre compris entre les cubes des nombres

(*) En d’autres termes, un nombre entier Q étant donnd, on propose d'as-
signer le rang que ce nombre occupe parmi les nombres pyramidaux
quadrangulaires, ou de reconnaitre qu'il w'est pas un nombre pyramidal
quadrangulaire.

a0

1

A sk e, b A

N e T

Sl 4
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enliers consécutifs » et n--1, le nombre n doit éire la racine du plus
grand cube contenu dans le nombre connu 3Q):

En conséquence, pour réscudre le probléme, multipliez par 3 le nom-
bre de boulets donné Q: extrayes la racine cubique du résultat 3Q. dyant
déterminé la racine entiére n, approchée par défaut a moin: d"une unité,
Saites le produit n{n+- 1)(@n -+ 1). Selon que ce produit sera égal & 6 fois le
nombre donné Q, ou différent de 6Q), te problime sera possible ou impos-
sible.

Premior exemple. Supposons qu'on ait 385 boulets. De Ta 3855¢3—1155.
La racine cubigue de 1155 est comprise entre 10 et 11, d'oi n==10. Par
suite, a(n -+ 1)(2a 4 1) =10 X 11 X 21 =2310 =885 X< 0.

Le probléme est possible. llyma 10 boulets sar le cdté du carré qui
doit former la base. :

Deuxitme exemple. Sapm quion - ait-$00 bounlets. De la
400 ¢ 3 = 1200; 400 X 6 = 2400. La racine cubique de 1200 est com-
prise entre 10 et 41, d'oi a =10, Par smtc. n(n +1)2n + 1,_.2310 Le
probléme est impossible. . 20

La pile quadrangulaire det.ernuuee par la valeur de n= 10, contient

w 385 bonIeh nombre inférieur au nombre de boulets

dmué-
La pile qudmgﬁhmqua!l&u]ﬁsm Ie cdté de la hase contien-

"‘# boulets, ou 506 boalets.

T'roisiémeexemple. Supposons qu'on ait 500 boulets. De 13 5003¢3=1500,
5002< 6 =13000. La racine cubique de 1500 est comprise entre 11 et 12,
d'on n=11. Par suite, n(n+1)(3n 4 1)=11.12.23 =3036, Le probleme
est impossible.

La pile quadrangulaire déterminée par la valeur de n=11 contient
11.12.23

— 506 boulets, nombre supeneur an nomhre de boulets donné.

-
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Analyse indéterminde dw premier degré.

Un probléme est, en géneral , indéterminé, lorsque le nombre des
equations auxquelles il conduit est moindre que le nombre des incon-
nues. La partie de l'algébre appelée analyse indéterminée a pour
objet 'examen des conditions auxquelles doivent satisfaire les coefli-
cients des équations, pour que les inconnues admettent des valeurs
entiéres. Elle se propose aussi la recherche de ces valeurs, appelées
solutions entiéres. Nous ne parlerons ici que de I'analyse indéter-
minde du premier degreé.”

Généralités sur Déquation ax—-by=c.

1. Considérons d'abord I'équation du premier degré & deux incon-
nues

az+by=c, )

dans laquelle on peut toujours supposer «, b, ¢ enliers, premiers
entre eux, et ¢ positif.

2. 8i les coefficients a et b ne sont pas premiers entre cuz, Péqua-
tion ax +-by=c n’admet aucune solution entiére.

Soit m un factear commun aux coeficients @ et b, de maniére que
a=am, b=>bm : I'equation (1) pourra se meilre sous !a forme

a’w+b‘y=ﬂ£‘b Or, ¢ n'est pas divisible par m ; donc en remplacant

{*) Cet appendice est de M. Catalan.

]
!

-t Ll

.
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@ et y par des valeurs enliéres, on aurait un nombre entier égal &
une fraction.

3. 8iaet b sont premiers entre eux, U'équation ax--by=c ad-
met des solulions entiéres.

Supposons d’abord a et b positifs , et a<Cb. L'éguation (1), réso-
= 0r, si Yon divise par ales
a—1 premiers multiples de &, aucune division ne se fera exacte-
ment, el les restes oblenus seront, dans un certain ordre, les nom-
bres 1,2, 3, ....a—1 (*); I'un de ces restes sera donc égal & celui
que fournit la division de ¢ par a; et la différence ¢ — by sera divi-
sible par a.

Si le coefficient @, par exemple, élait negatif, il suffirait d’observer
qu'en changeant @ en —a', I'équation —ax-}-by=c revienl a
az'+-by = ¢ : la proposition énoncée est donc générale.

b §i x==, y=£¢ forment une solution de I'équation ax--by=c,
toutes les solutions sont données par le systéme des deux formules

T=a—bt, y=¢F-+at,

t élant un nombre entier quelconque, positif ow négatif.
L'équation (1) admettant pour solulion £ =« , y=£, on a iden-
tiquement

lue par rapport & @, donne & =

asbi=c,
d'oll, en comparant i la proposée ,
a(@—a)4-b (y—F)=0.
Cette relation donne x — a=-—-!('a—_‘}.

Or, #— = et y— £ doivent étre entiers, et, par hypothése, a et

b sont premiers entre eux ; donc, par un principe connu , y — £ doit
étre divisible par a. Soit ¢ le quotient ; nous aurons
y—F=at, dod z—a=—5ht

5. Il suit de la que foutes les valeurs de x et de y satisfaisant @
I'équation ax 4 by =c, forment deux progressions par différence,
dans lesquelles les raisons sont b et —a, ou —Db ef a.

6. Il résulte aussi , de ce qui précéde, que la résolution compléte

(*) Nouvelles Annales de mathématiques, tome I, page 460,




ALGEBRE. APPENDICE. 46O

de l'équation ax 4 by = ¢ se réduil d la recherche d'une seule solu-
tion de celle équation.

Recherche d'une solution de Péguation ax by =c.

7. D’aprés ce que nous avous vu tout a I'heure , on pourrait trou-
ver une solution entiére en résolvant I'égquation par rapport i I'incon-
nue & qui a le plus petit coefficient, et altribuant & y les valeurs
0,1,2,3, ....a—1. Ce talonnement ne peul &lre employé que si
le coefficient a est fort petit. La méthode suivanle est préférable.

8. Soit, pour plus de régularité dans la notation , I'équation

ay+bdbx=A, (2)

et supposons b <Za.
On déduit, de celte équation, z-A:ay; ou, en appelant
Q. q, B, ¢ les quotients et les restes que fournissent A et a divisés

parb.l
x-Q*ﬂ+£%&

Nous voulons que « et y soient entiers : nous devons donc allri-
huer & y une valeur qui rende entiére la quantité B—_Eﬂ “Autre-

ment dit, la résolution de I'équation (2) est ramenée i la résolulion ,
en nombres entiers, de
!%QEL

ou de
bz 4 cy=B8, 3

laquelle est plus simple que la proposée ; car le coefficient ¢, reste
de la division de a par b, est moindre que b.

Résolvons I'équation (3) par rapport a I'inconnue qui a le plus pe-
tit coefficient ; nous aurons

B—b R Tt
== Q-5+

c

en représentant par Q' et ¢ les quotients entiers de Betd pare, et par
€, d les restes correspondants. Répétant le raisonnement ci-dessus ,

ssilk ..a_.:L‘

il
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nous verrons que z doit rendre entiére la quantité C—;d:' ou que
I'équation (3) se réduit a celle-ci

or 4+dz=0C, %)

dans laquelle les coefficients ¢ et d sont respeclivement moindres
que b et ¢. A son lour, cette derniére équalion en entraine une plus
simple qu'elle ; et ainsi de suite.

9. Observons actuellement que les coefficients ¢, d, ¢, .... sont les
restes successifs que fournirait 'opération du plus grand commun
diviseur effectuée sur a et b. Car ¢ est le reste de la division de a par
b ; de méme, @ est le reste de la division de & par ¢; ete. Par hypo-
thiése , a et b sont premiers entre eux ; donc Popération dont il s'agit
conduira nécessairement & un dernier reste ¢gal a Yunilé. Ainsi, la
résolution de I'équation (2) se réduira a eelle d’une équation de cette
forme : -

ut-gv=>06G,

c'est-i-dire dans laquelle le coefficient de 'une des deux inconnues
sera l'unité, Or, si 'on altribue & v une valeur entiére quelconque,
il en résultera pour w une valeur entiére; et, en remonlant succes-
sivement, on finira par déterminer les valeurs enlitres correspon-
dantes de z et de y.

10. On peut donner au calcul une marche réguliére qui le simplifie
considérablement.

Supposons
_ A—ay B—b: _C—gr D—ds _E—et
B g G, B o e L
= = G—gv ,
t= e e (5)

Dans ces expressions, les quantités ¢, d, e, f,... sont, ainsi que nous
I'avons déja dit, les restes successifs fournis par la recherche du plus
grand commun diviseur entre a et b : admettons, pour fixer lesidées,
que le dernier de ces restes, égal a I'unité, soit A.

Relativement aux quantités B, C, D,... la loi de leur composition
est fort simple : B est le reste de la division de A par b; C est le
reste de la division de B par ¢; ele.

Le caleul de ces divers coefficients s'effectue comme l'indique le ta-
bleau ci-aprés :




ALGEBRE. APPENDICE. 6|

c | d | e 1

La ligne supérieure se forme comme dans I'opération du plus grand
commun diviseur, Pour former la seconde ligne, on écril A sous a,
puis Pon divise ce premier terme par & ; on oblient ainsi un reste B,
que on écril au-dessous de &; ete. En général : chaque terme de la
ligne inférieure est le resle de-la division du terme placé d gauche
par le terme placé au-dessus. i est visible que le dernier terme, cor-
respondant au diviseur 1, est 0.

Ces deux lignes élant calculées, on détermine iesmemmm w5,
s, r, z, y, @ en fonction de v, & l‘aide des équations (5); c'est-a-dire
que :

Chaque inconnue gobtient en retranchant d'un terme de la se-
conde ligne, le produit du nombre éerit au-dessus par Uinconnue

qw'on vient de délerminer, el divisant le reste par le terme écritala
droite de ce nombre.

11. Comme application des régles lirécédmw, prenons |'équation

a

A

892 4162y = 209,
mlse 731619 | 7|21
3|15, 66|00

Dabord , 162 divisé par 89 donne pour reste 73; 89 divisé par 73
donne pour reste 16; ete.

Ensuite, 209 divisé par 89 donne 31 pour reste ; 31 divisé par 73
donne encore 31 ; elc.

Les deux lignes étant formées, nous aurons, en prenant v=0;

_0—2x0 6—TX0 6—9x3

o =0, t==—§-——3. P ==3,

15416 3 _ U-T3IXT _ 314-89>30
s e e
u-=m_—-—-——gax37=—-65.

L'équation est donc salisfaile par @=-—65, y=237; d'ou, en gé-
neral,

2= — 6543625, y==37—89: -
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Soit encore I'équation
292 — 4Ty =112.
Elle donne
—»!-‘Il_ggl-_{_g_|_i_i_| -7 | 4 | =3 1
2 | 5| 7 T 2 e |
Puis ,
ST RNt o, SRIX0_o TUXO__
- — . % —7

112—47<3

78X %5491, o
i, | o R R o

=1
done
T=—1-4-495, y=—3-4-294.

.On peut observer, d"aprés ce dernier exdmph, que si la ligne infe-
rieure est terminée par une suite de zéros, il e!lhonde commencer
le calcul des inconnues A partir du terme qui précéde le dernier zéro.

12. Nous venons d'expliquer le procédé le plus commode pour ob-
tenir une solution de I'equation ax-f-by=c. La théorie des fractions
continues peut étre appliquée a cette recherche. En effet, réduisons

g en fraction continue, et soit % I'avant - derniére réduite, nous
aurons ab’'— ba==1; d'on, en multipliant par =z ¢:

Fa.betd.de=c.

En comparant cette identité a I'équation proposée , on voit que celle-
ci sera vérifite si I'on prend z==bc, y="=ae.

Cette méthode al'inconvénient de donner, pour valeurs particuliéres
de = et de y, des multiples de ¢, qui peuvent étre de grands nom-
bres : l'autre méthode condoit presque loujours @ la solution la plus
simple.

13. Les divers procédés qui viennent d'¢tre indiqués ne donnent
pas les valeurs des inconnues en fonction explicite des coefficients a
et b. On pourrait se proposer, cependant , de déterminer immédia-
tement des valeurs satisfaisant 4 une égualion proposée : c'est a
quoi l'on peut parvenir, dans certains cas, par la méthode suivante ,
due a M, Binet (*), Supposons que, dans I'équation ax+-by=c¢, le

(*) Journal de I'Eocole polytechnique, vingtiéme cabier.
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coefficient @ soit un nombre premier absolu. Posons &=cx’, y==cy":

d'on ax4by'=1, puis o= — ""%‘3
11 s'agit de rendre entiére la quantité by :1 : or, d'aprés le théo-

réme de Fermat (*), b'_;—i est un nombre entier. Donc, si nous

prenons y'= b°—*, la valeur correspondante de z' sera entidre; et
nous aurons , généralement ,

—
a

- (.-, +aa) , y=cho-2}-as.

14. Si les coefficients a et b ne sont premiers ni I'un ni l'antre,
mais qu'ils soient seulement premiers entre eux , désignons par k le
nombre des entiers inférieurs et premiers a @ ; la quantité &% —1
sera divisible par a (**). Donc, en prenant y'=>0%-1, nous aurons

@ E___E%_‘!. valeur entiére; d'on

B —1
a

e (c +M), Y= cbh - ab.

Résolution , en nombres entiers positifs,
de I'éguation ax+by=c.

15. Dans celte équation , les coefficients a et b peuvent étre posi-
tifs ou négatifs ; ce qui donne, en mettant les signes en évidence, les
trois cas distinets :

ar+4by=¢, ax—by=c, —ar—by=c.

La derniére équation ne peut évidemment pas étre résolue en nom-
bres positifs. Quant & la seconde, si #== 2, y=§ forment une solu-
tion, on a généralement @==--b4, y=F- =0 : ce qui démontre
que cette équation admet une infinité de solutions positives. 1l reste
done & considérer ax+-by=rc, en supposant a, b, ¢ positifs.

(*) Nouvelles Annales de mathématiques, lome I, page 463.
(**) dd., page 464,
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16 Représentons toujours par « et g des valeurs particuliéres, po-
silives ou négatives, salisfaisant i cette équation: les valeurs générales
seront

= a—0bi, g=ﬂ+a€.

Si done nous voulons que & et y soient positifs, nous devrons prendre
le nombre entier § da mamérc qu'il satisfasse aux deux conditions

9<5, a>_5'

Si les deux limites =, -—?: , ne comprennent entre elles aucun
. ‘-'_‘ nc

D
nombre entier , I'équation proposée n'admettra pas de solulions po-
sitives ; dans Lous les cas, elle n'en a qu'un nombre limité :

¢herchons quel psuulra ce nombre de saluﬁon;, e
17. Pour cela, représentons par A le,nqmbre :‘ﬂéfiim!:édiale—

ment inférieur a —-ﬁ , et par B le nombre entier immédiatement in-

férieur a ;: nous ne pourrons attribuer a & que les valeurs A -1,

A+42... B, lesquelles sont en nombre B— A. Dailleurs , la diffé-
rence entre les deux limites de ¢ élant §+§ = +b‘ 55. si
nous désignons par g le quotient entier de ¢ par ab, pns par défaut,
nous aurons B — A égale q ou g-+1. Ainsi, le nombre des solu-
tions positives de Udquation ax--by=c, est égal d U'un des deux
quolients entiers de ¢ par ab.

Résolution de Véguation ax—-by+4-cz=d: =~

18. Pour que celle éguation, dans laguelle a, b, ¢, d sont entiers
et premiers entre eux , admette des solutions entiéres, il faut et
il suffit quea,b, ¢ soient premiers entre cux.

On verra, comme au n, 2, que si les coefficients @, b, ¢ ne sont
pas premiers entre eux, I'équation est impossible en nombres entiers.
La seconde partie de la proposition résultera de ce qui suit.

19. §i, parmi les coefficients a, b, ¢, il en esl deux qui soient
premiers enire eux, on peut exprimer les valeurs enlidres des
deux inconnues correspondantes, en fonction de la troisiéme in-
comne , el d'une indéterminée.
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Dans I'équalion ax--by-+cz=d, (6)

supposons a et b premiers entre eux, et faisons passer le terme ez
dans le second membre ; nous aurons en représentant d—cz part:

ax+tby=t. -~ M
Pour satisfaire & cette nouvelle équation , posons a=ta', y=ty; d'oit
ar' by =1. )

Si nous pouvons déterminer un systéme de valeurs numériques ,
verifiant I'équation (8), ces valeurs, multipliées par ¢t on d—ez, nous
donneront une solution de V'équation (7). Or, @ et b sont premiers
entre eux; don¢, & I'aide d'uné des méthodes ci-dessus exposées,
nous pourrons calculer des valeurs ' = =, ¢ = &, satisfaisant & 1'¢-
quation (8); et nous aurons alors, pour solulion générale de I'équa-
tion (6) :

z=a({d—cz)—bi, y=4¢(d—ecz)4as,
z et 4 restant arbitraires.

20. Si, au contraire, deux quelcongues des coefficientsa, b, ¢
ne sonl pas premiers enlre eux , les valeurs entiéres des inconnues
s'expriment en fonction de deuzx indéterminées.

Soit m le plus grand commnn diviseur des coefficients a et &; nous
pourrons mektre I'équation (6) sous la forme

ul?:-_i-b'y=d; =, 9)

a' et b étant les quotients d» a et b par m: ces quolients sont pre-
miers enlre eux.

Représentons par ¢ le second membre de I'équation (9), lequel doit
¢tre entier : les inconnues 5 el £ devront satisfaire & la condition

es~-mit =d.

Ora, b, ¢ sont premiers entre eux; donc ¢ et m sont premiers enlre
eux, et la derniére équation admel des solulions entiéres, données
par les formules

=3 —mé, t=p4cf,

¥ el @ etant les valeurs particuliéres de = et 1.

n,
,
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Actuellement , I'équation (10) devient
ax-by=c;

el comme a' et b’ sont premiers entre eux , nous retombons sur le cas
traité précédemment.

Par conséquent, en appelant = et £ des valeurs entiéres de 2/ et y
vérifiant 'équation @'z’ 4~ b'y’ =1, nous aurons, pour valeurs géné-
rales de et de y,

.‘z—d-—flf&', y=Ft-4a'y.
Las uleurs gi;n;rales dex, y,z sont donc définitivement
T o Q;-.[—c&)——-ﬁ. y=ﬁ(.u +ﬂ)-.1-,¢'8', s= ?—ma.
21. Comme exemple de ce dernier eas, soit I'équation
6 410y 415z = 1841.

Elle donne 3745y = S —15% g5 4 91— 1841. Cette der-

niére équation est vérifiée par =1, 1=913; d'on, pour lesvaleurs
genérales
z=1—25, t= 913 156.

D'autre part, I'équation 3z -5y =1 est vérifiée par 2=21, y=—1:
les valeurs générales de @, ¢, = salisfaisant & P'équation proposée
sont done

©=2(N3-15) —58, y=— (9134150439, z=1—25.

Si nous voulons des mluhons posmves nous devrons poser d'a-
bord 1 —25>0 on- s<2 ainsi, l'indélerminée 0 doll. étre nulle

ou négative, pour que la valeur de = soit positive. Mais, les valeurs
de x et de y donnent aussi

<*‘9‘tt5 159) >s:3-3|-159_

Pour que ces deux conditions ne soient pas contradictoires, il faut
que 'on ait

© 2(9134-159) _ 9134150
s

, ou simplement, 913415 >0;
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d'oi §>—61.

Ainsi , nous ne pouvons attribuer a § que les valeurs 0, —1, —2,
—3, .... — 60. D'ailleurs, & chacune de ces valeurs de 9, répondront
une on plusieurs valeurs de ¢, déterminées par les deux conditions
ci-dessus. Nous trouverons en effet,

pour 6=0, <366, §>>308; d'od §'=305, 306,307, .... 365;
e i, <360, 6/~299:" =300, 301,302, ... 359
——2, Y354, £204; =995, 296,297, ... 353;
PN L g o U
8=—060, <6, >4 £'=>5.

On peut conclure, de ce tableau, que le nombre des solutions en-

litres et positives de I'équation proposée est égal &
14243+44.... +61 =61 < 31 =1891.
Prenons, par exemple, § = —2, §=300; nous aurons
=6, y=17, z=35,
valeurs qui, en effet, vérifient 'équation 62410y 4 15z = 1841.

Résolution d'un sysiéme d'équations en nombre moindre
que le nombre des inconnues.

22, Afin d'abréger, nous allons indiquer, sur un exemple particu-

lier, ce qu'il y aurait & faire dans tous les cas.

Soient les équations 272 — 5y 443z = 609,
1324-11y—Tu — 85,
20y 413z — Hu= 36,

qu'il s’agit de résoudre, s'il est possible, en nombres entiers,
Si nous faisons d’abord abstraction des deux derniéres, nous ver-

-rons que I'on peut satisfaire a la premiére équation, en prenant

@=— 2(609— 43z)45¢,
= —11(609 — 43z) +27¢ ;

t étant un nombre entier quelcongue.
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Ces valeurs, substituées dans la seconde équation , la transforment
en celle-ci :

— 147 (609 — 435) - 362t — Tt =85 ;

d'oi = —21 (609 — ‘32)_,_3891-85
Ainsi, 3‘5"3“——.,-—""85 doit &re un nombre entier : appelons-le v, nous
aurons
- v =143 4-362¢,
- 3+ 7!

Cette valeur de t dannera

w=— 2B09—432)+ SBTL),
y=—1(609 —432)4-27 (3+70) :

el nous aurons en outre
1=—21 (609 — 43z) 4 143 - 362¢.
Si nous substituons, pour y et u, ces expressions dans la troisiéme

des équations données, elle devient
230z - 1011 =3335.
Par suite, =8 —1010, 1'=15--2305,

§ étant un entier quelconque.
La substitution de ces valeurs, dans les formules trouvées ci-des-
sus , donne enfin
Cm=10— 6365,
y = 1—43045,
uw= 8—T790434,
avec z= 8— 1015,

Nous avons eu égard, successivement, a toutes les équations du
probléme; done ces derniéres valeurs contenant un entier arbitraire 6,
résolvent complétement ces équations.

23. Nous terminerons cet appendice par I'application suivante :

Quelles sont les valeurs entiéres les plus générales de x qui ren-
dent éntiéres les fractions
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373:-[-28 53z 438 1 'j: 1mx+m
ﬁ 72 ] iﬁ

En décomposant chague dénominateur en facteurs premiers entre
eux , nous pourrons évidemment remplacer ces fractions par les sui-
vanles :

Jx4-26 Ix4+26 53x4-38 53r+4-i8 19x4-22
4 ! - e, o nlns spseSis =
19242 1072426 107226 1070426

& ] _3L ' _sj-_‘ * "‘_e_ v

ou bien , en rejetant la partie entiére de chaque fraction -

z42 12241 5046 842 244 342 w42
RS BN e e Rl ] T e

241 342
g =l

Remarquons maintenant que pour rendre enliére la fraction

5@;}—6. il suffit de rendre enliére —3.‘;-!-6 == —3{:—2); et .

comme 8 et 3 sont premiers entre eux, il faul que #—2 soit divi-

sible par 8. On peut donc remplacer @ par la fraction plus
simple 5'8—'?.
Des simplifications analogues se rencontrent dans les fractions

8@;{-2. 3”:-9. %+2. ce qui permet de les remplacer par

h+l. m-;g. :El_—! Ainsi, le probléme proposé revient & rendre

enuéres les rncuons

0]

ou, seulement, les [ractions

ahi- e s tods EEL oA ek

e 9
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La premiére condition donne @ =4y —2: cette valeur, introduite
dans 1a seconde fFaction; la transforme en *5%.—33 4'04 Fon conclut

%——rs-. et 2 =100z 2.

La troisiéme fraction se réduit & o= ; doit =2, @ —2--200u,
La guatri¢me fraclion donne, & son tour, u=9v, et z=2--18000.

Cette valeur rend entiéres les trois derniéres fractions. Conséquem-
ment, le probléme proposé sera résolu si I'on prend

4E=2+lm8s
6 étant un nombre entier quelconque.

FIN DU TOME PREMIER.







